ONDREJ LENGAL

ZAKLADY LOGIKY PRO
INFORMATIKY—CAST 1

FIT VUT V BRNE






1
Vyrokova logika

1.1 Syntaxe

Pred tim, nez se pustime do popisu vyznamu logickych formuli, je po-
tfeba urcit, jak vibec logické formule vypadaji. Jinymi slovy, je potreba
nadefinovat jejich syntazi'. S logickymi formulemi se ¢tenaf jisté jiz se-
tkal, takze intuitivné asi jiz tusi, Ze zatimco retézce

o (@1 ANxz2)— 3% nebo
o J(zAyAN—z)V(mzA-yAz)“

znadi logické formule, tak fetézce

“

° 771‘% )
e ,AVy(“nebo
o« LAYV 22

logické formule neznadi.
Syntaxe urcuje, jak spravné zapsat formule vyrokové logiky. Podobné
jako u programovacich jazyka se i u vyrokové logiky syntaxe definuje

pomoci

1. abecedy, tj., mnoziny symbold, které se ve formulich mohou vyskyto-
vat a

2. gramatiky, tj., pravidel, pomoci nichz mizeme pomoci symboli z abe-
cedy stavet formule.

Nejdiive si definujme, jak vypada abeceda vyrokové logiky.

Uvazujme spodetné nekoneénou mnozinu®

vyrokovich proménnych
X = {x,y,2,...,21,22,...}. Abeceda wviyrokové logiky je mnoZina
X U{0,1,-,A,V,—, ¢, (,)}, kde symboliim {—,A,V,—, <} Fikidme
logické spojky a symbolim ,0¢ a ,,1“ fikdme logické konstanty. Formule
vyrokové logiky (v této kapitole budeme pouzivat kratce termin formule)
jsou pak retézce symboli, které muzeme nad touto abecedou tvorit

pomoci nasledujicich pravidel:

I Nékdy se také mizete setkat s po-
jmem (formdlni) jazyk

2 Neni-li definovéna priorita operdtort
A a V, neni jasné, zda ma zapis byt in-
terpretovan jako formule ,(z Ay)V z¢
nebo jako formule “z A (y V z)”. Tyto
dvé formule maji raznou sémantiku.

3 Mnozina je spocetné mekoneénd po-
kud je nekonecna a pokud jeji prvky
Ize jednozna¢né ocislovat prirozenymi
¢isly. Priklady spocetné nekonecnych
mnozin jsou napriklad mnoziny priro-
zenych, celych a racionalnich ¢isel N, Z
a Q. Prikladem nespocetné nekonecné
mnoziny je napf. mnozina redlnych ¢i-
sel R. O spocetnych a nespocetnych
mnozinach se dozvite vice v libovolném
textu o teorii mnozin.
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1. Je-li x vyrokova proménna, tj. z € X, pak Tetézce ,z*“, ,0“ a ,1¢
jsou formule.

2. Jsou-li ¢ a 9 formule, pak jsou formule i Fetézce ,,(—¢)“, (A1),
HPV ) =) a (per)

3. Formule vyrokové logiky jsou pravé vsechny konecné retézce ziskané
pomoci predchozich dvou pravidel.

Pro mnozinu vsech formuli vyrokové logiky vytvorenych pomoci vyse
uvedenych pravidel bude pouzivat oznaceni @y ..

Poznamka 1.1

Predchozi definice gramatiky formuli vyrokové logiky lze také nahra-
dit zdpisem ve stylu Backus-Naurovy formy (BNF) [Bac59, Nau61]

znamé z definice syntaxe napf. programovacich jazykiu nebo datovych
formatu:

pu=xeX|0|1](=p) | (eAp) | (eVe)l(p—=e)] (pee)

Priklad 1.1
Nasledujici fetézce jsou priklady formuli vyrokové logiky:

° ,,((:v/\y)\/z)“,
o s(@o—= (1A (72)))" a
o L((zAY) e (zvy))e

Nasledujici fetézce nejsou formule vyrokové logiky:

b 7’$4>“7
o JAVy(“a
o« TAYVz-.

Formule sestavené striktné pomoci vyse uvedené gramatiky trpi nepii-
jemnym nadbytkem zavorek. Jako priklad uvedme formule

(z1 A (z2 A (23 A24))) & (21 Am2) AX3) Axg).

Jde o dvé ruzné formule, kterd ale maji (jak si ukdzeme v Sekci 1.2)
stejnou sémantiku. Z toho duvodu zavedeme nésledujici konvenci, ktera
urcuje, kdy neni potfeba zavorky psat:
e kolem celé formule:
SN (y—=2))¢ ~ A (y—2)
« u asociativnich spojek? (A, V, <): 4 viz Sekce 1.2
ST A(YAz2)) = we  ~ (zAYyAz) = w,

e kolem negace:

S@Ay)V((me) e 2)t (@AY V(se e )
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Priklad 1.2
Formule z Ptikladu 1.1 miizeme pomoci vysSe uvedené konvence zapsat
nasledujicim zpusobem:

° 77((53/\3/)\/2)“ ~ 77(*%/\?4)\/'2“7
o L(xo—=(AA(72)¢ ~ L(zwo—=(1A-2)“a

® ”((Z/\ZU)H(Z\/:U))“ ~ ”(Z/\y)H(Z\/y)“'

Poznamka 1.2

Nékdy se muzete setkat s dalsimi pravidly pro vynechavani zavorek,
napriklad kdyz je dana tzv. precedence logickych spojek, ktera urcuje,
jak ,tesne* dané logické spojky vazou své operandy. Precedenci ope-
ratoru znate napr. z aritmetiky, kde nasobeni m& vyssi precedenci nez
s¢itani (a lze tedy misto ,x + (y-2)“ psét ,x +y-z“) nebo programo-
vacich jazykt, kde je precedence operatoru definovana ve standardu
jazyka (napf. jazyk C++20 mé definovanych 17 trovni precedence).
V tomto textu si vystacime s konvenci definovanou vyse.

Zpusob, jakym je vyse definovana mnozina formuli, se nazyva induktivni
(nékdy téz rekurzivni) definice. Induktivni definice mnoziny je zaddna
pomoci

1. zdkladnich prokd (v nasem pripadé logickych konstant 0, 1 a vSech
vyrokovych proménnych x € X) a
2. konstrukcnich pravidel, které rikaji, jak 1ze za pouziti prvka z mno-
Ziny vytvorit prvky nové (v nasem pripadé jak lze za pouziti logic-
kych spojek vytvorit z existujicich formuli novou formuli).
Kazdy prvek z induktivné definované mnoziny lze reprezentovat jako
tzv. (abstrakini) syntakticky strom vytvoreny pomoci zékladnich prvka
a konstrukénich pravidel.
Priklad 1.3

Formuli ,,(=(zAy))V ((—z) > 2) “ 1ze reprezentovat nésledujicim syn-
taktickym stromem:




6 ONDREJ LENGAL

1.2  Sémantika

Sémantika formule urcuje jeji vyznam, ve vyrokové logice tedy to, kdy
plati. Napiiklad formule (z Ay) V z plati pokud bud (i) proménné z a
y maji hodnotu 1 nebo (ii) proménnd z méd hodnotu 1. Pro definici sé-
mantiky je potifeba nejdiive definovat pojem ohodnoceni proménnych.
Ohodnocent proménnijch I je zobrazeni, které kazdé proménné z X5 pii-
fadi hodnotu 0 nebo 16. Formalné:

I: X —{0,1} (1.1)

Sémantika formule pak urcuje, jakou pravdivostni hodnotu formule na-
bude pro jednotlivd ohodnoceni proménnych. Tato hodnota se ¢asto defi-
nuje induktivné tak, ze pro atomickou formuli z odpovidd hodnoté I(x)
a pro slozenou formuli je definovana pomoci tzv. pravdivostni tabulky.
Pravdivostni tabulka pro dvé formule ¢ a i fikd, jakd bude vysledna
hodnota formule ziskané aplikaci dané logické spojky na ¢ a . Pro
zéakladni logické spojky vypada pravdivostni tabulka nasledovneé:

® 1/}%@ eV pANY =Y ooy
0| 1 0 0

= =0 O
_ o O =

1
1 1 0 1
0 1 0 0
0 1 1 1

=

Priklad 1.4

1. Pravdivostni tabulka pro formuli z — (z A —y) bude vypadat na-

sledovné:

z oyl -y Ay x—(xA-w)
0 O 1 0 1
0 1 0 0 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0

Tabulku jsme sestrojili tak, ze v levé Casti jsme vypsali vSechny
moznosti jak proménnym x a y vyskytujicim se ve formuli prifa-
dit pravdivostni hodnotu a v pravé ¢ésti jsme si vypsali vSechny
podformule dané formule a pro kazdou spocitali jeji hodnotu pro
v8echna moznéd ohodnoceni z a y. Posledni (zvyraznény) sloupec
pak udava, jaka bude hodnota formule pro jednotlivd ohodnoceni
proménnych (v tomto pripadé to bude vzdy 1 kromé pripadu, kdy

a y maji obé hodnotu 1).

5 ptipadné jen kazdé proménné v wva-
Zované formuli

6 Misto hodnot 0 a 1 se nékdy po-
uzivaji symboly L a T, symboly ff
a tt, anglickd slova false a true (na-
priklad v programovacich jazycich Py-
thon, C++, JavaScript, atp.), pfipadné
jejich cesky (ponékud krkolomny) pte-
klad nepravda a pravda.
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2. Pravdivostni tabulka pro formuli p: (z A (y— 2)) ¢ (2 V —2) bude
vypadat nasledovné:

T y z|y—=z zA(ly—z) -z zV-oz @
0 0 O 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 1 1

Poznamka 1.3

Formalné bychom mohli definovat sémantiku formule nasledujicim
zpusobem. Necht V je mnozina vsech ohodnoceni proménnych, tj.
V = (X — {0,1}). Potom sémantika vyrokové formule je funkce
[[]: V — {0,1}, napt. [¢], definovana induktivné pomoci pravdivostni
tabulky.

Je ziejmé, ze pravdivostni tabulka pro formuli s n riaznymi proménnymi
bude mit 2™ Fadki.

Cviceni 1.1

1. Kolik existuje formuli s dvémi proménnymi?

2. Kolik existuje formuli s proménnymi z mnoziny X7

3. Kolik existuje formuli s dvémi proménnymi s riznou sémantikou?
Neboli, kolik existuje ruznych binarnich logickych spojek?

4. Kolik existuje formuli s n proménnymi s ruznou sémantikou?

Véta 1.1. Logické spojky N,V,<> jsou asociativni. Logickd spojka —
asoctationi neni.

Diikaz. Nejprve pomoci pravdivostni tabulky dokédzeme asociativitu
spojek A a V.
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| ory  (eA¥)AX vAX  @A@AX) | VY  (eVE)VX vVXx eV ($Vx)

v Y X A

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

e e e =)

0

= = = O = ==

== = = = == O

Asociativita spojky A plyne z toho, ze sloupec pro formuli (¢ A1) A x je
stejny jako sloupec pro formuli ¢ A (¢ A x) (oba sloupce jsou v tabulce
zvyraznény). Podobné pak pro spojku V (v levé éasti tabulky).

Daéle stejnym zptisobem dokézeme asociativitu spojky <+ a neasocia-
tivitu spojky —.

e v ox|eer (o) ex vox ee@ex) | oY (emd)ox vox o= Wox)
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
0 1 0] 0 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0] 0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

V pravdivostni tabulce vyse 1ze vidét, ze spojka <+ skuteéné asociativni
je. Oproti tomu spojka — asociativni neni (v pravé ¢asti tabulky jsou
Cervené vyznaceny fadky, kde se hodnota (¢ =) = x a ¢ — (¥ — )
lisf). O

1.3 Terminologie

Nyni zavedeme pojmy které se ¢asto pouzivaji kdyz mluvime o formu-
lich vyrokové logiky. Ohodnoceni proménnych I: X — {0,1} spliuje
formuli ¢ tehdy, kdyz plati, ze po dosazeni hodnot proménnych v ohod-
noceni I do formule bude vyslednd pravdivostni hodnota formule 1. Ji-
nymi slovy, pokud sestrojime pravdivostni tabulku pro ¢ a na radku
odpovidajicimu ohodnoceni proménnych I bude v poslednim sloupci ta-
bulky hodnota 1. V takovém pripadé rikame, ze I je modelem formule ¢,
coz znacime jako I = ¢ (,,I spliuje ¢*). Opacnou vlastnost (,,I nespl-
nuje ¢*) znac¢ime I [~ . Pro to, abychom zjistili, zda I je ¢i nen{ mo-
delem ¢, ovSem neni potfeba sestrojit celou pravdivostni tabulku pro ¢,
ale staci ji vytvorit jen pro radek odpovidajici 1.
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Priklad 1.5

Uréime, zda ohodnoceni proménnych I} = {x — 1,y — 0,z — 1}
spliiuje formuli p: (z A (y — 2)) ¢ (2 V —z). Budeme postupovat tak,
zZe si sestrojime fadek pro I1 z pravdivostni tabulky pro :

x oy z‘y%z zA(y—=z) -z xzV-z

1o 1| 1 1 o 1 1

Z tabulky plyne, ze I je modelem formule ¢, tedy I = .

Existuje-li néjaké ohodnoceni proménnych I takové, ze I = ¢, pak ii-
kame, ze formule ¢ je splnitelnd. Z pravdivostni tabulky pozname spl-
nitelnou formuli jednoduse tak, ze se v poslednim sloupci vyskytuje
alesponi jednou hodnota 1. Formule ¢ je nesplnitelnd (neboli kontra-
dikce), pokud neni splnitelnd, tj., v poslednim sloupci pravdivostni ta-
bulky pro ¢ jsou samé hodnoty 0. Formule ¢ je platnd (neboli tautologie)
pokud je splnéna libovolnym ohodnocenim proménnych, coz zapisujeme
jako = . Pomoci pravdivostni tabulky muZeme platnou formuli po-
znat tak, ze v poslednim sloupci tabulky jsou samé hodnoty 1. ¢ je
neplatnd (znaceno = ¢) pokud existuje ohodnoceni proménnych, které
je nesplinuje. Pomoci pravdivostni tabulky bychom takovou formuli po-
znali tak, ze by v poslednim sloupci byla alespon jedna hodnota 0. Tyto
pojmy lze rozsitit na mnoziny formuli tak, Ze mnozina formuli je platna
(resp. splnitelnd) pokud je konjunkce vSech formuli v mnoziné platna
(resp. splnitelnd).

Priklad 1.6
Zkoumejme typy nasledujicich t¥i formuli:

P1: (zhy)—x
o (zVy) ==z
p3: (zVy)A-(zVy)

Jejich pravdivostni tabulky vypadaji nésledovné:

x y‘x/\y (x/\y)—me‘x\/y (xVy)—MC‘ -(zVy) (zVy A-(zVy)
0 O 0 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0

Z tabulek lze vidét nésledujici:

o 1 je platnd i splnitelnd
o o je meplatnd, ale spinitelnd

e (3 je neplatnd a nesplnitelnd
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7 predchoziho prikladu lze vidét, ze mmnozinu vSech formuli vyrokové
logiky ® 1, 1ze rozdélit do tii t¥id:

1. tautologie,
2. splnitelné, ale neplatné formule a
3. kontradikce.

Na tomto misté je vhodné poznamenat, Ze = ¢ nenf to samé jako = —.

Vizte nasledujici priklad:

Priklad 1.7
Uvazujme formuli ¢: (z Vy) — z. Jeji pravdivostn{ tabulka a pravdi-
vostni tabulka pro jeji negaci je uvedena nize:

x y‘x\/y (zVy) =z —((zVy) —7z)
0 O 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 1 1 0

Z tabulky muzeme vidét, Ze ¢ neni platnd (tj. = ¢), ale ani - neni
platnd (tj. K& —p).

Plati ale nasledujici duality.
Véta 1.2. Plati ndsledujici:

1. Formule je platnd prdve tehdy, kdyz jeji negace je nesplnitelnd.
2. Formule je splnitelnd prdvé tehdy, kdyz jeji negace je neplatna.

Diikaz. Lze dokézat jednoduse analyzou pravdivostnich tabulek. O

Dvé formule ¢ a ¢ jsou (logicky) ekvivalentni, zapisovano ¢ < 1,
pokud pro vSechna ohodnoceni proménnych I plati, ze I je modelem ¢
pravé tehdy, kdyz I je modelem 1. Z pravdivostni tabulky bychom lo-
gicky ekvivalentni formule poznali tak, ze by na vSech fadcich tabulky

mély stejné hodnoty.

Priklad 1.8
Ukézeme, ze formule ¢: (z Ay) — 2z a formule ¢: =z V =y V z jsou

logicky ekvivalentni.
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Ty z‘x/\y (:U/\y)—)Z‘—'x -y —xV-oyVz
0 0 O 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 1

Jak vidno, sloupce pro ¢ a 1 jsou stejné.

Formule v je logickym disledkem formule ¢, zapisovino ¢ = 1, tehdy,
kdyz pro kazdé ohodnoceni proménnych I plati, ze je-li I modelem ¢,
pak je I rovnéz modelem 1.

1.4 Algebraické upravy formuli

Casto je vhodné s formulemi vyrokové logiky riiznjm zptisobem mani-
pulovat a upravovat je pfi zachovani jejich sémantiky (napf. pti minima-
lizact formuli pro tucely kompaktnéjsi hardwarové reprezentace nebo pri
prevodu do nékteré z normélnich forem, viz Sekce 1.5). K tomuto slouzi
algebraické upravy, které ndm umoznuji s formulemi pracovat jako s vy-
razy. Pro algebraické dpravy nam slouzi logické ekvivalence v nasledujici
Vété. Tyto ekvivalence tikaji, jakym zptisobem muzeme prepsat podfor-
mule ve formuli tak, aby byla zachovana sémantika.

Véta 1.3. Necht x, y a z jsou vyrokové formule. Pak plati ndsledujici
logické ekvivalence:

zAN(yAz) & (zAy)Az (asociativita)
zV(yVvz) & (zVy)Vz (asociativita)
TNy & YAz (komutativita)
xVy & yVo (komutativita)
zA(yVvz) & (zAy)V(zAz) (distributivita)
xV(ynz) & (zVy)A(zVz) (distributivita)
-(zAy) & -—zV-y (De Morganiv zdkon)
-(zVy) & -—xzA-y (De Morganiv zdkon)
zA(zVy) & = (absorpce)
zV(zAy) & =z (absorpce)
r & o (dvojitd negace)

11
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vV & oz AT & (idempotence)
V0 & 2z ANl & =z (neutralita)
V1l & 1 z A0 & (anihilace)
xA-z & 0 V- & 1 (komplementarita)
T—y & —xVy (implikace)
=y < —(xA-y) (implikace)
zey & (voy)A(y—) (bikondiciondl)

Diikaz. Kazda z ekvivalenci lze dokazat jednoduse napriklad pomoci
pravdivostni tabulky. O

Priklad 1.9
Pomoci algebraickych tprav prevedeme formuli (z A —y) V -z do
tvaru, ve kterém se vyskytuji pouze spojky = a —:

(xA-y)V-z & —=(zA-y)V oz 1 dvojita negace|
& —(z—oy)Vv-z 1 implikaceS

& (zoy)—o -z 1 implikace

Vsimnéte si, ze v prvnim kroku jsme pouzili pravidlo pro dvojitou
negaci zprava doleva. Diky pouziti tohoto pravidla jsme pak mohli
pouzit pravidlo pro implikaci.

Dalsi priklady pouziti algebraickych tprav uvidime v Sekci 1.5.

1.5 Normalni formy

Pri mnoha aplikacich vyrokové logiky v informatice pracujeme s for-
mulemi v nékteré z normdlnich forem,tj. s formulemi ktera splnuji jista
syntaktickd omezeni. V této sekci si predstavime tfi casto pouzivané

normalni formy.

1.5.1 Negacni normdlni forma (NNF)

Negacni normdlng forma (NNF) je ze zde obsazenych nomélnich forem
nejobecnéjsi. Formule je v NNF pokud:

1. obsahuje jen néasledujici logické spojky: 0,1,—, A,V a
2. negace — se vyskytuje jen pfed proménnymi.

Casto se setkdme s pojmem literdl, ktery slouzi pro oznaceni proménné

nebo jeji negace. Napi., obé nasledujici formule jsou literaly:
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1. X,
9. —Y.

Formule v NNF si pak lze predstavit jako literaly spojené konjunkcemi

a disjunkcemi.

Priklad 1.10
Nasledujici formule jsou v NNF:

1. z Ay,
2. (zVy)A(=2zV (mzA-y)),
3. .

Nésledujici formule nejsou v NNF:

1. =(z Ay) (negace je pred konjunkef),
2. x A -y (negace je pred negaci),

3. x — —y (obsahuje spojku —).

Libovolné formule 1ze prevést do NNF nésledujicim algoritmem:

1. Prepiseme postupné vsechny bikondicionaly <+ ve formuli za im-
plikace pomoci pravidla (bikondiciondl) z Véty 1.3:

zey ~ (zoy)A(y—)

2. PrepiSeme postupné vsechny implikace — ve formuli za negaci
a disjunkci pomoci prvniho pravidla (implikace) z Véty 1.3:

r—y ~ —xVy

3. Pomoci De Morganovych zakonu postupné presuneme negaci co
nejhloubéji:

~(@Ay) o~ maVoy
“(zVvy) ~ Aoy
4. Kdykoliv to jde, eliminujeme dvojitou negaci:
X s X
Priklad 1.11
Ukézeme si, jak prevést formuli —(z — —(z Ay)) do NNF:

“(z—==(zAy)) & ~(~zv-(zAy)) ] implikacef
& A (zAy) ! De Morgan|
& Ay lasoc. & idem.|

Podotknéme, Ze posledni krok nen{ nezbytny, jelikoz formule z A (z A

13
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| y) jiz je v NNF (byt lze jesté zjednodusit).

1.5.2  Disjunktivni normdini forma (DNF)

Formule je v disjunktivni normdini forme (DNF)7, pokud ma nasledujici

VAQj (1.2)
i

kde 4; ; je literal (tedy bud proménnd, nebo negace proménné), tedy

tvar:

jde o disjunkci konjunkei literala. V pripadé DNF se konjunkcei literali
ikd klauzule (napf. (z Ay A —z) je klauzule). Nésleduj{ priklady formulf
v DNF:

(xAyA=z)V (2 A-yAz)V(zA-yAz),
(171 /\.CCQ/\.’I?3/\I4/\_‘I5) V (1‘2/\—|I3/\x5),
(zAy)V -z,

TNy,

zV -y,

L,

0.

NSOt W

U prvnich dvou formuli je podminka DNF jasna. U Formule 3 obsahuje
druhd klauzule (—z) jen jeden literdl, lze si tedy predstavit, Ze to je jed-
noprvkova konjunkce. Formuli 3 by §lo tedy zapsat jako (z Ay) V (=2).
Disjunkce ve Formuli 4 obsahuje jen jednu klauzuli (z A —y). Oproti tomu
disjunkce ve Formuli 5 obsahuje dvé jednoduché klauzule (z) a (—y).
Formule by teda Sla zapsat jako (z) A (—y). Formule 6 je disjunkce ob-
sahujici jednu prézdnou konjunkci (neutrdlni prvek pro konjunkei je 1).
Oproti tomu Formule 7 je prazdnd disjunkce (neutralni prvek pro dis-
junkei je 0).

Poznamka 1.4

DNF se pouzivd pfi ndvrhu hardware (napt. pouziti programovatel-
nych obvodu typu PAL/PLA vyZaduje pfevod Booleovské funkce do
DNF, syntéza Booleovské funkce do lookup tabulek (LUT) na FPGA
také provadi prevod do DNF), automatickém usuzovani (napi. v tzv.
automatickijch theorem proverech (ATP)), atp.

1.5.3  Konjunktivni normdlni forma (CNF)

Formule je v konjunktivni normdlni formé (CNF)®, pokud ma nasledujici

AVQj (1.3)
i g

tvar:

"nékdy se také pouZivd oznadeni sum
of products (SoP)

8 n&kdy se také pouziva oznadeni pro-
duct of sums (PoS)
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kde /; ; je literdl (tedy bud proménnd, nebo negace proménné), tedy
jde o konjunkci disjunkei literalt. V pripadé CNF se disjunkci literalu
i1ké Elauzule (napt. (z VyV —z) je klauzule)?. Nasleduji piiklady formuli
v CNF:

(zVyV-z)A(~zV-yVz)A(zV-yVz),
(x1 \/$2\/133\/1‘4\/ﬂ1‘5) A (1‘2\/—|$3\/$5),
(zVy) Az,

zV -y,

T Ay,

0,

1.

NS Gt w N

Zdavodnéni podminky CNF pro priklady vyse je obdobné jako u DNF.

Poznamka 1.5

CNF se pouzivd napt. v programech pro feseni sady omezeni (tzv. con-
straint solvery), SAT solverech (tj. ndstrojich pro feseni problému spl-
nitelnosti vyrokovych formulf), automatickém usuzovani (napt. v tzv.
automatickijch theorem proverech (ATP) & néstrojich pro FesSeni spl-
nitelnosti v prvorddovych teoriich (tzv. SMT solverech)), atp.

1.6 Prevody do DNF a CNF pomoci algebraickych tiprav

Prvni zplisob, jak prevést formuli do DNF nebo CNF je pomoci alge-
braickych tprav ze Sekce 1.4. Konkrétné lze pro prevod formule ¢ do
DNF pouzit nésledujici algoritmus:

1. Prevedeme formuli ¢ na formuli ¢ yyr v NNF pomoci algoritmu
ze Sekce 1.5.1.

2. Formuli ¢ yyr pfevedeme do tvaru, kde jsou vsechny konjunkce
pod disjunkcemi pomoci nasledujiciho distributivniho zédkona:

zA(yVvVz) ~ (xAy)V(zAz)

Prevod formule ¢ do CNF probihd obdobné, jen je pouzit dudlni

distributivni zdkon:

1. Prevedeme formuli ¢ na formuli ¢ yyp v NNF pomoci algoritmu
ze Sekce 1.5.1.

2. Formuli ¢ yyF prevedeme do tvaru, kde jsou vSechny disjunkce pod
konjunkcemi pomoci néasledujiciho distributivniho zdkona:

zV(yAz) ~ (zVy)A(zVz)

9 pro odliseni klauzuli v DNF a v CNF
se klauzulim ve tvaru (z Ay A —z) né-
kdy rika konjunktivni klazule a klauzu-
lim ve tvaru (z VyV —z) se nékdy Fika
disjunktivni klauzule
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Priklad 1.12
Ukézeme si, jak prevést formuli ((V z) A=—y)V (2 = w) do DNF
a CNF:

1. Prevod do DNF:

(zv2)A-y)V(z—=w) & ((zV2)Ay)V(z—w) 1 dvojita negacef
& ((zvz)Ay)V(—zVw) | implikace (NNF)f
& ((zAy)V(zAY))V(-zVw) {distributivitaf
& (zAy)V(zAy)V-zVw 1 asociativita (DNF)§

Formuli jsme nejdiive prevedli do NNF a poté jednou pouzili dis-
tributivni zdkon. Nakonec jsme smazali zbytecné zavorky.

2. Prevod do CNF:

(zVv2)A-y)V(z—=w) & ((zV2)Ay)V(z—w) 1 dvojita negacef
< ((zVvz)Ay)V(-zVw) 1l implikace (NNF)§
& ((zvz)V(-zVw))A(yV (-zVw)) [distributivital
& (zVzV-zVw)A(yV-ozVw) l asociativita (DNF)§
< (zVIVw)A(yV-ozVw) | komplementarita |
& 1A(yV-zVw) 1 anihilaceS
& yVozVw | neutralita |

Formuli jsme nejdiive prevedli do NNF stejné jako pri prevodu do
DNF. Poté jsme jednou pouzili distributivni zékon a po smazani
zévorek obdrzeli formuli (xV zV —zVw) A (yV-zVw) v CNF.
Pokracovali jsme ale jesté dalsimi zjednodusovacimi tpravami a do-
spéli k ekvivalentni formuli y V =z V w, kterd je také v CNF (kon-

junkce mé jen jednu klauzuli).

Tady si mtuzeme povsimnout, ze vysledna formule je jak v CNF, tak
i v DNF. Pro¢ nam pri prevodu do DNF vysla tedy jina formule?
Formule ziskané algebraickym prevodem obecné nejsou kanonické,
tj. vystupem prevodu neni jedna unikétni formule. V nasem pri-
kladu bychom mohli formuli ziskanou pri prevodu do DNF v Bodé 1
jesté dale upravovat:

(zAy)V(zAy)V-zVw & (zAy)V((zV-2)A(yV-z))Vw ] distributivita§
< (zAy)VAA(yV-z))Vw | anihilaceS
& (zAy)V(yVv-z)Vw | neutralitaf
& (zAy)VyV-zVuw l asociativitaf
& yV-zVuw 1 absorpcef

Nyni jsme jiz ziskali stejnou formuli jako pfi pfedchozim prevodu.
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1.7 Prevody do DNF a CNF pomoci pravdivostni tabulky

Je ¢asto jednodussi namisto algebraickych tprav délat prevody do DNF
a CNF pomoci pravdivostni tabulky!?. Nejdi{ve si ukédzeme, jak pomoci
pravdivostni tabulky provést prevod formule do DNF.

Zékladni myslenka prevodu do DNF je jednoducha: v pravdivostni
tabulce najdeme pravé vsechna ohodnoceni proménnych Iy,..., I, pro
které ma formule hodnotu 1. Vyslednd formule v DNF se pak sestavi jako
disjunkce konjunktivnich klauzuli, kde kazda klauzule odpovidé pravé
jednomu ohodnoceni I; pro 1 < j < £ tak, ze se sestavi konjunkce lite-
ralit odpovidajici tomu, jakou I; pfifazuje proménnym hodnotu (pokud
prirazuje proménné x hodnotu 1, pak se vezme literal z, pokud pritazuje
proménné x hodnotu 0, pak se vezme literal —z).

Formalné lze tuto konstrukci popsat tak, Ze pro kazdé I; se vytvoii
konjunktivni klauzule

k]DNF—< /\wn)/\( /\x)
zeX zeX
]](:E)ZO Ij(éE)Zl

a vysledna formule ¢ v DNF pak vznikne disjunkci vsech klazuli

DNF
eone = \/ kPN
1<j<e

k;DNF'
J :

Poznamenejme jesté, ze pokud je formule nesplnitelnd (nemé pro Zddné
ohodnocen{ proménnych hodnotu 1), pak po pfevodu do DNF dostaneme
formuli 0.

Ptevod formule do CNF probihd dudlné: v pravdivostni tabulce na-
jdeme pravé vsechna ohodnoceni proménnych Iy,...,I; pro které ma
formule hodnotu 0. Vysledna formule v CNF se pak sestavi jako kon-
junkce disjunktivnich klauzuli, kde kazdéa klauzule odpovidd pravé jed-
nomu ohodnoceni I; pro 1 < j < £ tak, Ze se sestavi disjunkce literald
negujici to, jakou I; prifazuje proménnym hodnotu (pokud pfifazuje
proménné x hodnotu 1, pak se vezme literdl -z, pokud pfirazuje pro-
ménné x hodnotu 0, pak se vezme literdl ).

Formalné Ize tuto konstrukci popsat tak, Ze pro kazdé I; se vytvori
disjunktivni klauzule

ijNF:< \/x>\/< \/—w)
zeX zeX
IJ(Z):O I]'(I):l

a vyslednd formule ¢ v CNF pak vznikne konjunkci vsech klazuli

. CNF
pone: [\ kN
1<j<e

CNF.
k™

10 Toto plati éasto jen pro formule s ma-
lym poctem proménnych. Pri velkém
poctu proménnych velikost tabulky ne-
ameérné (exponencidlné) roste, zatimco
algebraické tpravy mohou stéle praco-
vat s relativné malymi formulemi.
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Pokud je formule platnd (m& pro vSechna ohodnoceni proménnych hod-
notu 1), pak po pfevodu do CNF dostaneme formuli 1.

Priklad 1.13
Ukéazeme si pfevod do DNF a CNF na formuli ¢: (z —y) <> (y — 2).
Nejdrive si pro formuli sestavime pravdivostni tabulku:

T Yy zZ|lT—=yY yYy—z @
0 0 O 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 O 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

V tabulce jsme pro predhlednost zelené vyznacili ohodnoceni promeén-
nych, pro které ma formule hodnotu 1 a ¢ervené vyznacili ohodnoceni
proménnych, pro které ma formule hodnotu 0.

1. Prevod do DNF': Formule je splnéna pro nésledujici ¢tyfi ohodno-
ceni proménnych:

. IOOQZ{II—)O,yHO,Z*—)O},
. 1001:{a:|—>0,y*—>0,z|—>1},
e Ion={z—~0,y—1,z—1}a
e IIn={z—1ly—12z— 1}

7 téchto ohodnoceni proménnych sestavime nasledujici ¢tyri kon-
junktivni klauzule:

o KRNF: (mx A -y A-z),
. k(%]YFZ (mz Ay Az),
o KPNF: (mxAyAnz)a
o KD (xAynz).

Disjunkce téchto klauzuli pak bude nasledujici formule @ pyp:

(mz Ay A=2)V(mz A=y A2)V(mzAyAz)V(zAyAz)

2. Prevod do CNF: Formule neni splnéna pro nésledujici ¢tyii ohod-
noceni proménnych:

. 1010:{33'—)0,3/0—)1,2'—)0},
. Ilooz{le,yHO,Z'—)O},
e Ijn={z—1,y—0,z— 1} a
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o Iio={z—1l,y—1,2z~ 0}

Z téchto ohodnoceni proménnych sestavime nasledujici ¢tyri dis-
junktivni klauzule:

o KSNF: (xv -y Vz),
o EGNF: (mxVvyV2),
o EGYF: (mxvyV-z)a
o KENF: (mz vy V2)

Konjunkce téchto klauzuli pak bude nasledujici formule @ onp:

(zV-yVz)A(~zVyVz)A(mzVyV-2)A(mzV-yVz)

1.8 Systémy logickych spojek

Kromé logickych spojek 0,1,—,A,V, =, 4>, se kterymi jsme pracovali
v predchozich kapitolach, se ¢asto muzeme setkat s dalsimi spojkami.
Nejcastéjsi z nich jsou nasledujici:

o @: exkluzivni disjunkce (Casto se ji téz ¥ikd ,xor® (z anglického
sexclusive or“) nebo ,nonekvivalence“), kterou lze definovat
napt. jako © @y el —(z e y).

o |: negovand disjunkce (Casto se pouzivd oznaceni ,nor“ z anglic-
kého ,not or®, muzeme se ale také setkat s terminem Peircova
Sipka): x ly Lt —(zVy).

o 1 negovand konjunkce (¢asto se pouziva oznaceni ,nand“ z anglic-
kého ,not and“, mizeme se ale také setkat s terminem Shefferuv

operdtor): x 1y N —(zAy).

Pomoci pravdivostni tabulky mizZeme tyto spojky definovat nasledu-
jicim zpusobem:

r y|lxdy zly zTy
0 0] 0 1 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
11 0 0 0

Naskyta se otazka, zda jsou vSechny doposud zavedené logické spojky
nezbytné, nebo jestli si bez nékterych vystacime. Definujme si pojem
systém logickijch spojek S, coz je néjakd podmnozina logickych spojek,
napf. S = {—, A, 1}. Budeme pouzivat oznacen{ ®g pro mnozinu vsech
formuli, které lze vytvorit pomoci spojek z S (a proménnych z X a za-
vorek). Systém spojek S je dplng, pokud pro kazdou formuli vyrokové
logiky ¢ € @y, existuje formule g € ®g takova, ze ¢ < pg. Uvedme
si priklady uplnych a netplnych systémt spojek:

19
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o uplné: {A, -}, {Vv, -}, {—=,-} {1}, {4}, {8, 1}, {—,0} (a jejich
nadmnoziny),
e neuplné: {A,V,—, <, 1} (alibovolnd podmnozina).

Priklad 1.14

Dokézeme, Ze systém spojek {A,—} je tplny. Toto mizeme dokdzat
tak, ze ukazeme, jak muzeme pomoci spojek A a — vyjadrit zbytek
spojek:

ﬂm
@
o,

zVy —(—mx A y)

[=9
@
N

0

!

x N\ —x

o
@
N

1

!

xV x

Ha_
@
<N

r—y -z Vy

l

Ty (z—=y)A(y—2)

Vsimnéte si, ze pro definice jednotlivych spojek v uvazovaném systému
jsme pouzili logické ekvivalence z Véty 1.3.
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Predikatovad logika

Oproti vygrokové logice ndm predikdtovd logika poskytuje mnohem bo-
hatsi vyjadrovaci prostredky, které se pouzivaji nejen v matematice pro
zapisovani vlastnosti riznych struktur, ale stale vice v informatice jako
jazyk pro specifikaci systému, praci s databdzemi, analyzu a verifikaci
softwaru a hardwaru, umeélé inteligenci atp. Ve vyrokové logice jsme
pracovali s formulemi nad vyrokovymi proménnymi, které reprezento-
valy tzv. ,prvotni vyroky,* do nichz jsme se jiz nedivali. V predikatové
logice nés obsah téchto vyroku zabyvat bude.

V tomto textu se zamé&Fime na predikdtovou logiku 1. tddul (v ang-
lictiné se ¢asto oznacuje jen terminem first-order logic (FOL)). Oproti
vyrokové logice ndm predikatova logika umoznuje mluvit o entitdch z né-
jakého univerza a jejich vlastnostech a vztazich mezi nimi (napf. o tom,
Ze nékterd prirozend ¢isla jsou mensi nez jind pfirozend ¢isla).

Priklad 2.1

Nez se pustime do formélniho popisu syntaxe a sémantiky predikatové

logiky, ukazme si na nékolika prikladech formuli predikatové logiky,

co pomoci ni mizeme vyjadrit.

1. Uvazujme nésledujici sylogismus (Sylogismus je druh logického tvr-
zeni urcité formy, kde je jeden vyrok odvozen z dvou jinych vyroku
(pfedpokladit). Sylogismy zavedl Aristotelés ve 4. stoleti pfed na-
$im letopoctem a slouzily jako zaklad pro logickou dedukci az do
poloviny 19. stoleti, kdy George Boole polozil zéklady symbolické

logiky.):

,Vsichni muZi jsou smrtelni. Sokrates je muz. Tedy Socrates je

smrtelny. “
Toto tvrzeni lze v predikatové logice zapsat napriklad takto:

(Vz(man(x) — mortal(z)) A man(Socrates)) — mortal(Socrates).

2. Tvrzeni

»Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.“

! Existuje i predikdtova logika 2. fadu,
3. fadu, atd., které maji jesté vetsi vy-
jadrovaci schopnosti; témito se zabyvat
nebudeme. Zajemci mohou najit hezky
tvod do téchto logik napt. v [End09],
pripadné mohou kontaktovat autora to-
hoto textu.
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2.1

5.
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Ize v predikatové logice zapsat napriklad jako

VxEIy(y > o AVz((z 1Az #y) = Vw(wz # y)))

. Tvrzeni

»Relace R je tranzitivni.“
muzeme v predikatové logice zapsat napriklad nasledujici formuli:

VavVyVz( (R(z,y) A R(y, z)) = R(z,2))

. Uvazujme tabulky R[jmeno, id] a S[id, vek] v SQL databazi.

Nasledujici SQL dotaz

select R.jmeno
from R join S on R.id = S.id
where S.vek = 42

lze vyjadrit napi. pomoci této formule predikatové logiky:
Fz(R(x,2) A S(z,42))

kde hodnoty volné proménné x, pro které formule plati, odpovidaji
radktm ve vysledku dotazu.

Velkd Fermatova véta [Wik21c] 1ze zapsat jako

VnVaVy(n >2 —  Vz(a" +y" # 2"))

Syntaxe

Syntaxi predikatové logiky lze chapat jako rozsifeni syntaxe vyrokové

logiky.

2.1.1 Abeceda

Zacneme definici abecedy, ktera sestava z nésledujicich prvku:

o

NSO w

logické spojky: =, A\, V, —, <>,

Promenneé: T, Yy, z, ..., T1,x2,... € X, kde X je spoc¢etné nekonecna
mnozina proménnych,

kvantifikdtory: 3,V,

zdvorky: ), (,

funkéni symboly: fi, fo,... € F,

predikatové symboly: p1,p2,... € P a

predikdtovy symbol rovnosti: =4.

Ve vyctu vyse se objevily nékteré nové terminy, které si ted blize po-
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piseme. Tuéné vyznacené jsou pojmy funkéni symboly (z mnoziny F)
a predikdtové symboly (z mnoziny P). Funkéni a predikdtové mno-
ziny nejsou pevné zafixovany, ale lze je chapat jako ,parametr® jazyka,
ktery si volime podle toho, co chceme v logice vyjadrit. Kazdy funkéni
i predikatovy symbol ma danu tzv. aritu, ktera rika, kolik parametra
(operandi) dany symbol bere (napt. symbol f ktery bychom pouzivali
ve vyrazech ve tvaru f(a, 42, 7) mé aritu 3). Aritu lze chapat jako funkci
(FUP) — N. M4-li napt. funkéni symbol f aritu n, budeme to znadit
jako frp.

Uvedme si néjaké priklady pouzivanych funkénich a predikétovych
symbolu véetné jejich arity:

e funkcéni symboly:

+/9: bindrni funkéni symbol pouzivany napi. pro operaci scitdni
(mapf. @ + (y +42)),

Asy: bindrni funkéni symbol pouzivany napi. pro operaci symet-
rického rozdilu mnoZin (napt. AAB),

sin/;: undrni funkéni symbol pouzivany pro operaci sinus
(napf. sin(2 - z)),

e/o: nularni funkéni symbol (tj. symbol pro konstantu) pouzivany
pro Eulerovo ¢islo 2.71828. .. (napf. e + x),

strcpy/y, strncpy)s, strlen/q: funkéni  symboly  odpovida-
jici deklaracim funkci v hlavickovém souboru string.h

standardn{ knihovny jazyka C (napt. strncpy(y, z,42)),
o predikdtové symboly:

</9: bindrni predikdtovy symbol pouzivany napf. pro vyjadreni
vztahu ostie mendi (napt. x < 5+ ),

|2: binarni predikatovy symbol pouzivany napf. pro vyjadieni
vztahu déli (napf. 42|z),

isnan/q: undrni predikdtovy symbol pro odpovidajici makro
v hlavickovém souboru math.h standardni knihovny ja-
zyka C vracejici hodnotu typu bool, které se pouzivd pro
urceni, zda hodnota vyrazu typu float je nebo neni cislo
(,,not-a-number: NaN*) (napf. isnan(J)),

Sy3: kde S oznacuje ternarni relaci (pouziti napiiklad pro popis
fddku v tabulce S v databdzi: S("Chewbacca", "Wookiee",
"Kashyyyk")).

Signatura jazyka predikatové logiky je déna jako dvojice (F,P). Sig-
naturu muzeme chapat jako ,parametr® jazyka predikitové logiky?, az
po dodani signatury muzeme zacit tvorit samotné formule predikatové
logiky. Uvédomme si, ze prozatim funkéni a predikatové symboly nemaji
zadny vyznam; ten jim bude pritazen az pozdéji.

2Pro znalce C++ si lze signaturu
predstavit napt. jako parametr Sablony
tridy—az po jeji instanciaci dostaneme
samotnou tridu.
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Priklad 2.2
Uvedme si néjaké priklady jazykd predikdtové logiky a formuli
v téchto jazycich:

1. Jazyk teorie usporadani se signaturou (F = 0,P = {</5}):
o Vz(zr < 1)
o VaVy((z <yhy<az)—a=y)

VevyVz((z < yAy < z2) w2 < 2)
o Vavylz <yVy<z)

2. Jazyk teorie grup se signaturou (F = {-/5,¢/0}, P = 0):

o Vz(z-e=xzNe-x=uzx)
o Vzdy(z-y=eAy-z=c¢e)

3. Jazyk teorie mnozin se signaturou (F =0, P = {€/5}):

o Vu(luez—ucy)
o VadyVz(Vu(ue z—suex)—zey)

4. Jazyk teorie poli se signaturou (F = {reads, write;3}, P = 0):
o VaVy(Vi(read(z,i) = read(y,i)) > x =y)

5. Jazyk elementdrni (tzv. Peanovy) aritmetiky se signaturou (F =
{070, 51, +/2: 2}, P = 0):

o VaVydz(z 4y = 2)
o Vavy(z-S(y) =z-y+a)
. 3vy(-(r = (1)

V nékterych pifkladech vySe jsme pouzili predikdtovy symbol =/,
ktery nemusi byt v signature, protoze je v kaZdém jazyce predikatové

logiky (viz Bod 7 definice abecedy).

2.1.2 Gramatika

Pii definici gramatiky predikdtové logiky zacneme definici termu®.

Termy nédm budou popisovat, jakym zptsobem se spocitd néjaka hod-
nota. Napfiklad v jazyce s mnozinou funkénich symbola {+/2,/2,3/0}
jsou nasledujici zapisy termy:

“
d 77',1: )

e 3
o o@ey)+(z-(y-3))"
Formalné lze termy definovat nasledujicim zpusobem:
1. Je-li x proménna, tj. x € X, pak fetézec ,x“ je term.
2. Je-li f funkéni symbol s aritou n a tq,...,t, jsou termy, pak i fe-
tézec ,f (t1,...,tn)* je term.

3 Term je jen jiné oznadeni pro vijraz,
v logice se vsak téméf vyhradné pou-
ziva slovo term.
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Casto se pouziva nasledujici zjednoduseni notace:

1. pro symboly binarnich operitora se pouziva infixovy zapis
(tj. napt. misto ,+(x,42)* piSeme ndm dobfe zndmé ,x + 42%),
2. pro symboly unarnich operatora se pouziva prefixovy nebo postfi-

“

xovy zapis (napi. misto ,—(z)“ se pise ,—x“ a misto ,~!(z)“ se
pise ,z~1¢),
3. u konstantnich symbolt (tj. symbolt s aritou 0) se nepiSou zavorky

(napf. misto ,7()“ se piSe jen ,m*).

Priklad 2.3
Uvazujme nésledujici jazyky a priklady terma v nich:

1. Jazyk teorie grup se signaturou (F = {-/o,€/0}, P = (). Piiklady

termua v tomto jazyce jsou nasledujici:

° ,,(Z- (I : e)) Y-,

“

hd ”e 9
° ”x 43 a
o e-ef.

2. Jazyk teorie poli se signaturou (F = {ready, write/3},P = 0)
Priklady termu v tomto jazyce jsou nasledujici:

“
° 7 read(xﬂ y) )
° ”x “ a

“

o read(write(x,y,2),y)

3. Jazyk elementdrni (tzv. Peanovy) aritmetiky se signaturou (F =
{0/0,S/1,+/2, 2}, P = 0). Piiklady termu v tomto jazyce jsou

nasledujici:

hd ”x + y“’

e ,x-Sly+5(0-2))“a
° ”x“.

Nyni jiz mizeme definovat formule predikatové logiky:

1. Je-li p predikdtovy symbol s aritou n a t1,...,t, jsou termy, po-
tom je Fetézec ,p(t1,...,t,)" formule (toto platii pro ,vestavény“
bindrni predikdtovy symbol =). Formuli tohoto tvaru fikdme ato-
mickd formule.

2. Jsou-li p a v formule, pak jsou formule i fetézce ,,(—p)“, (@A),
”(gp \ ¢)“7 7’(90 — w)“ a n(@ A w)“'

3. Je-li ¢ formule a x € X proménna, pak jsou formule i Fetézce
»(Fzp)“ a ,(Vop)«.

25
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Priklady formuli v raznych jazycich muzeme vidét v Prikladu 2.2.
Formule predikdtové logiky se ¢asto (minimédlné v programech) repre-

zentuji pomoci jejich syntaktickych strom.

Priklad 2.4

Syntakticky strom formule 3z(z + e = y AVz(z -y = e)) miZe vypa-

dat nasledujicim zptusobem:

2.1.8 Volné a vdzané vyskyty promennych

Kvantifikatory hraji ve formulich predikatové logiky velkou roli: vazou

proménnou a umoznuji ndm mluvit o vSech prvcich z univerza diskurzu.

Jak uvidime pozdéji v Sekci 2.2.1, formule mluvi o tom, co musi platit pro

proménné, které nejsou ve formuli kvantifikovany, tzv. volné proménné.
Uvazme nasledujici formuli:

1. vyskyt 2. vyskyt = 3. vyskyt =

o1 p(@) AV (B (f(2) = 1) A (p(y) > V(= ) )

1. viskyty 2. viskyt y 3. viskyt y
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s vyznacenymi vyskyty proménnych. Vyskyt proménné z ve formuli je
vdzany, pokud se nachézi v oboru platnosti kvantifikdtoru 3z nebo Vz (ve
formuli Vz1) je oborem platnosti kvantifikdtoru Vz formule ¢ — v syntak-
tickém stromé formule by to byl podstrom nachézejici se pod uzlem Vz).
V uvazované formuli jsou obory platnosti jednotlivych kvantifikdtord
vyznacCeny v nasledujicim zapisu:

p(@) Yo ((By(f(@) = ) A (p(y) > Vy(z = 1)) )

Pokud je vyskyt proménné vazany, pak je vazany nejblizsim kvantifika-
torem nad sebou. Pokud vyskyt proménné neni vazany zadnym kvanti-
fikdtorem, pak je wvolng. V nasledujicim zapise mizeme vidét, kterymi
kvantifikatory jsou vazany ruzné vyskyty preménnych x a y, a které
vyskyty jsou volné:

volny vyskyt

plae) A (@ (2) = ) A o)+ (o = )

volny vyskyt

Syntakticky strom formule s vyznacenymi volnymi a vyzanymi
vyskyty proménnych vypada takto:

Rikédme, ze proménnd je ve formuli volnd, pokud v ni mé alespon jeden
volny vyskyt. Formuli ¢ s volnymi proménnymi z1, ..., z, ¢asto zna¢ime

jako ¢(x1,...,xy,) a pouzivame notaci FREE[y| o {z1,...,2n}. Formuli
s volnymi proménnymi rikame vyrokovd forma, formuli bez volnych pro-

meénnych fikdme uzavrend formule nebo také vyrok.

27
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2.2 Sémantika

Sémantika predikatové logiky je podstatné komplikovanéjsi nez u vy-
rokové logiky. Zatimco u vyrokové logiky nam stacilo pracovat s ohod-
nocenim proménnych prirazujicim kazdé proménné hodnotu 0 nebo 1,
v predikatové logice musime proménnym prirazovat hodnoty z néjakého
univerza a musime interpretovat funkéni a predikatové symboly. Tomuto
zevSeobecnéni ohodnoceni proménnych se ¥iké realizace jazyka (nékdy
téz interpretace jazyka). Napiiklad, mame-li nasledujici formuli:

Va(f(y) <),

tak abychom urc¢ili, zda tato formule plati, nestac¢i nam jen znat,
1. jakou hodnotu bude mit proménna y,
ale také to,

2. jaké vSechny prvky bude uvazovat kvantifikator ,Vx*,
3. jakd je sémantika funkéniho symbolu , f/1“ a
4. jakd je sémantika predikdtového symbolu ,</o".

Body 1.—4. ndm upresni pravé realizace.
Realizace jazyka predikdtové logiky se signaturou (F,P) je dvojice
(D[, Oq) kde:

e D; je neprazdnd mnozina zvanid doména nebo také univerzum
diskurzu (zdiraznéme nezbytnou podminku, ze D; musi byt ne-
prdzdnd),

e «j prifazuje funkénim a predikdtovym symboliim jazyka a pro-
ménnym sémantiku nasledujicim zpusobem:

— kazdému funkénimu symbolu f/,, € F pfifazuje n-arni (to-

talni) funkci
n

——
f]:.D]><--~><D]—>DI7

— kazdému predikdtovému symbolu p,,,, € P pfifazuje m-arni

relaci
m

—
pr € Dy x---x Dy,
— kazdé proménné x € X prifazuje hodnotu z domény Dj.

Misto a;(f), ar(p) a aj(z) budeme Casto psat jen I(f), I(p) a I(z).
Césti I kterd uréuje doménu a interpretaci symboli z F a P se nékdy
tika struktura a ¢asti I ktera urcuje hodnoty proménnych = € X se nékdy
tika ohodnoceni proménnyjch.
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Priklad 2.5
Uvazme jazyk predikdtové logiky se signaturou (F = {+/9}, P = 0).
Nasleduji priklady realizaci tohoto jazyka:
1. Realizace I1 modelujici s¢itani prirozenych éisel, kde
. D[l =N a
o I1(+) = +n (tj. s¢itdn{ pfirozenych éisel: +n = {(0,0) —
0,(0,1) — 1,(1,0) = 1,(0,2) — 2,...}).
2. Realizace I2 modelujici s¢itani tfiprvkovych vektort redlnych ¢isel,
kde
. D]2 = ]R3 a
o I(+) = {([z1,y1, 21], [72, 92, 22]) = [z1 +R T2, y1 TR Y2, 21 TR
2] | ®1, 72,91, Y2, 21, 22 € R}, kde 4R je s¢itani redlnych isel.

3. Realizace I3 modelujici spojeni (supremum) v Booleové algebie
nad {0,1}.
« D, ={0,1} a
o I3(+)={(0,0) —0,(0,1) ~ 1,(1,0) = 1,(1,1) = 1}.

4. Realizace Iy modelujici konkatenaci fetézci v jazyce Python, kde

o Dy, = str (datovy typ pro fetézec v jazyce Python) a
o Iy(+)={("ab","cd") > "abcd", ("foo", "bar") — "foobar",...}.

Pozn. v realizacich vyse neuvadime ohodnoceni proménnych; to
dava smysl uvadét az v pripadé, kdy mluvime o formuli s volnymi
proménnymi.

Déle uvazujme jazyk predikatové logiky jehoz signatura je tato:

(F={+/2,2,—/1},P = {E/1}). Nasleduji ptiklady realizaci tohoto
jazyka:

5. Realizace I5 modelujici aritmetické operace nad celymi ¢isly s pre-
dikdtovym symbolem F interpretovanym jako mmnozina sudych c¢i-
sel:

(+) = +z (tj. s¢itdni celych isel),

(-) = -z (tj. nasobeni celych &isel),

o Is(—)={z— (0—zz)|x € Z} (tj. opacné ¢islo) a
o L(E)={..,—4,-2,0,2,4,...} (tj. sudé csla).

6. Realizace I modelujici svaz na mnoziné {a, b, ¢,d} dany nasledu-
jicim Hasseovym diagramem

b/a
AN

d

\C
/
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kde

® DIG = {a7bvca d}7

« interpretace symbolld +/9, /9, —/1 jsou ddny témito tabulkami:

Ig(+)|a b c d Is()|a b c d | Is(-)
a a a a a a a b ¢ d a d
b a b a b b b b d d b c
c a a ¢ c c c d c d c b
d a b ¢ d d |d d d d d a

vSimnéte si, ze + je interpretovano jako supremum, - je inter-
pretovano jako infimum a unarni — je interpretovano jako kom-
plement;

o Ig(E) = {d} (tj. infimum svazu).

2.2.1 Sémantika formule v realizaci

Sémantika formule je ddna realizaci, tedy formule samotna bez realizace
nema sémantiku; to znamend, zZe obecné nemizeme Fict, jestli formule
plati nebo neplati. Kdyz realizaci I mame, mtzeme pravdivostni hodnotu
formule v realizaci I zjistit intuitivné tak, ze do formule za proménné,
funkéni a predikatové symboly dosadime jejich realizace z I a formuli
vycislime. Prvni véc kterou musime spocitat je hodnota vSech termu ve
formuli pro danou realizaci.

Hodnota termu v realizaci

V pevné dané realizaci I s doménou D; méa term t konkrétni hod-
notu: jeden prvek z domény Dj;. Pro hodnotu termu ¢ v realizaci
budeme pouzivat notaci I(t). Proménné x € X a konstantni funkénf
symboly ¢/o € funcs maji svou hodnotu pfimo dény v realizaci jako
I(z) a I(c). Hodnota komplexnéjsiho termu ¢ = f(¢1,...,¢,) pro n-drni
funkéni symbol f se definuje induktivné jako

I(f(t1,sta) € fr(I(01), . I(t)  pro fr=1I(f).

Neformalné feceno, vezme se funkce f7 kterd interpretuje symbol f v re-
alizaci I a do té se dosadi hodnoty termi t¢i,...,t,; vysledkem bude
opét néjakd hodnota z domény Dj.

Priklad 2.6
Spocitejme hodnotu nasledujicich termi v rtiznych realizacich z Pti-

kladu 2.5.

1. Term (z+y) + (z + z):

(a) UvaZujme interpretaci I; z Piikladu 2.5 rozsifenou o interpre-
taci proménnych z,y, z takto: I1(z) = 3, I1(y) = 42, I1(z) =
17. Hodnotu I1 ((z 4+ y) + (2 + z)) pak miZeme spocitat nésle-
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dujicim zptusobem:

L((z+y)+(z+2)) =Lz +y) +n (2 +2)
= ((z) +n L(y)) +N (11(2) +n i (2))
= (B+Nn42) +N (17 +N 3)
= 45+ 20
=65
(b) Uvazujme interpretaci I rozsifenou o interpretaci proménnych
x,y, z takto: Ia(z) = [1,02;3,57;2,62], I2(y) = [0; —3,12; —4,2],
Ir(z) = [-1,123;0,35;2,56]. Hodnotu termu Iz((x +y) + (2 +
x)) miZeme spocitat postupné nasledujicim zptisobem:
L((z+y)+ (2 +x))
=D(z+y)+grs L2(z+2)
= (I2(2) +gs L2(y)) +rs (I2(2) +gr3 L2(z))
(11,02;3,57;2,62] +gs [0;—3,12; —4,2]) +gs (T2(2) +gs I2(2))
[1,02;0,45; —1,58] 43 (L2(2) +Rs L2(x))
[1,02;0,45; —1,58] +Rs ([—1,123;0,35; 2,56] +Rs [1,02;3,57;2,62])
[1,02;0,45; —1,58] +gs [0,103; 3,92; 5,18]
=10,917; 4,37; 3,6]

(¢) Uvazujme interpretaci I3 rozsifenou o interpretaci proménnych
x,y, z takto: Is(z) = 0, I3(y) = 1, I3(z) = 0. Hodnota termu
I3((x +y) 4+ (2 +x)) bude

L((z+y)+ (z+2) =z +y) +1, I3(z+ )

(Is(z) +15 13(y)) +15 (I3(2) +15 13(2))
(0 +15 1) 41, (0 +13 0)
1
1

+5; 0

(d) Uvazujme interpretaci I4 rozsifenou o interpretaci proménnych

x,y, z takto: I4(z) = "Hello", I4(y) = " world. ", I4(z) =
"Just say ". Hodnota termu I4((x +y) + (2 + 2)) bude (sym-
bol ,,.“ zna¢i konkatenaci Fetézci)

L((z+y) + (2 +2))
=L(z+vy). Iu(z+2)
= (Ia(2) - 14(y)) - (a(2) - La(x))
= ("Hello"." world. ").("Just say "."Hello")
= "Hello world. "."Just say Hello"
= "Hello world. Just say Hello"
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2. Term (z +vy) - (—=2)

(a) Uvazujme interpretaci Is z Piikladu 2.5 rozsifenou o inter-
pretaci proménnych z,y, z takto: Is(x) = —17, Is(y) = 42,
I5(2) = 3. Hodnotu I5((z + y) - (—2)) pak miiZeme spocitat
nésledujicim zptsobem:

Is((z+y) - (=2) = I(z+y) z I5(—2)
= (Is(z) +z I5(y)) 'z (0 —z I5(2))
= (-17+7z42) -z (0-2z3)
=953
=-T75

(b) Uvazujme interpretaci I rozsifenou o interpretaci proménnych
x,y, z takto: Is(z) = b, Is(y) = d, Is(z) = b. Hodnota Is((z +
y) - (—2)) bude nasledujici (M znadi infimum, U zna¢{ supremum
a w znaci komplement prvku w):

Is((x +y) - (=2)) = Is(x +y) N Is(—2)
= (Is(z) U Is(y)) M Is(2)
= (bud)Nb
=blMe
=d

Pravdivostni hodnota formule v realizaci

Konec¢né se dostdvame k vyhodnoceni pravdivostni hodnoty formule v re-
alizaci. Platnost formule ¢ v realizaci I, znadeno jako I = ¢ (¢ plati
v I“ nebo ,I je model p*), je definovdna induktivné nasledujicim zpi-
sobem:

1. Je-li ¢ atomickd formule p(ti,...,%m), pro m-drni predikdtovy
symbol p € P, potom

ITEp(t,. . tm) praveé kdyz (I(t1),..-,1(tm)) € pr,

kde pr = I(p) je relace interpretujici symbol p,,,, v I (pokud je
symbol p undrni, pak je p; mnozina).

2. Je-li ¢ atomickd formule t; = t2 potom

It =t prave kdyz I(t1) a I(t2) jsou identické prvky.

3. Pravdivostni hodnota pro vyrokové spojky je definovana ocekava-
nym zpusobem takto:
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I'E-¢ pravé kdyz I (= o,

ITEpANYy préavekdyz I =@ allE=1,

IT'EpVvy pravé kdyz I = ¢ nebo I =1,

I'Ep—1 pravé kdyz pokud I = ¢, pak I =4 a

ITEp+—y pravekdyzbud I =@ al =1, nebo I =@ al =,

kde I }= ¢ pokud neplati I |= .

4. Pravdivostni hodnota existencéné a univerzalné kvantifikovanych

formuli v realizaci I je definovana tak, ze

I'E=3Jzp pokud existuje realizace I’, kterd rozSifuje realizaci [
0 ohodnoceni proménné x na néjakou hodnotu z D; ta-
kové, ze I' = ¢ a

I = Vap pokud pro libovolnou realizaci I, kterd rozsifuje reali-
zaci I o ohodnoceni proménné x na néjakou hodnotu
z Dy plati, Ze I’ = .

Priklad 2.7

Uvazujme jazyk L predikdtové logiky se signaturou (F =
{+/2,—/1},P ={Z/1}) a jeho realizaci I}, s doménou Dy, = {a,b,c}
a interpretaci symbolu

I (+) ‘ a b ¢ I (-)
a a b c a a
b b ¢ a b c
c c a b c b
aln(Z)=/{a}.

Zkusime urcit, zda v realizaci I, plati formule
p:Vavy(Z(z) >z +y=vy).

Pro urceni platnosti formule si mizeme na pomoc vzit tabulku ob-
dobnou pravdivostni tabulce ve vyrokové logice, ktera pro termy ob-
sahuje jejich hodnoty z domény Dy, a pro formule jejich pravdivostni
hodnoty (tato tabulka lze vytvofit jen u realizaci, jejichz doména je
koneénd):
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T y|Z(:1:) x+y xt+y=y Z(w)—>m+y=y|Vy(Z(m)—>:z:+y=y) |Va:Vy(Z(z)—>m+y=y)
a a 1 a 1

a b 1 b 1 1 1

a c 1 c 1

b a 0 b 0

b b 0 ¢ 0 1 ].

b ¢ 0 a 0

c a 0 c 0 1

c b 0 a 0 1 1

c c 0 b 0 1

Podotknéme, ze platnost formule v realizaci nejde vzdy urcit, viz nésle-

dujici poznémku.4 4 Jde o tzv. nerozhodnutelny problém,
tedy o problém, pro jehoz feSeni neexis-
tuje algoritmus. Vice se o nerozhodnu-
telnosti dozvite v predmétu Teoretickd
informatika (TIN).
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2.3  Terminologie

Formule ¢ v jazyce L je splnitelnd, pokud mé néjaky model, tedy pokud
existuje néjaka realizace I jazyka L takovd, ze I |= @5

Priklad 2.8
Formule ¢: VaVy(z < y— 3z(x < zAz < y)) je splnitelnd. Jeji
modely jou naptiklad nésledujici realizace:

1. Realizace I1 s doménou Dj, = Q a standardni interpretaci pre-
dikdtového symbolu <5 (jako ostrda nerovnost) nad raciondlnimi
Cisly.

2. Realizace I3 s doménou Dy, = R? a nésledujici interpretaci sym-
bolu </s:

def
(w1, 2] <y [w2,2,22] €5 (fo? g3+ 22 < \Jad Hod + 2
3. Realizace I3 s doménou Dy, = Z a nésledujici interpretaci sym-
bolu </s:

T <Y PN x <z yAzjesudé Ay je sudé.

4. Realizace Iy s doménou Dy, = N a prazdnou interpretaci symbolu
p/2, tj- 1a(p) = 0 (formule plati, protoze antecedent v implikaci
nebude nikdy platit, tedy celd implikace bude trividlné platit).

5. Realizace I5 s doménou Dy, = N a I5(<) = N x IN (tj. vSechny
dvojice ¢isel jsou v relaci).

6. Realizace Is s doménou Dy, = {a} a Is(<) = 0. Toto je model
formule s nejmensi velikosti.

Naopak, modely formule nejsou napr. tyto realizace:

7. Realizace I7 s doménou Dy, = IN a standardni interpretaci predi-
kétového symbolu <,y nad pfirozenymi ¢isly.

8. Realizace Ig s doménou Dy, = {a,b} a I3(<) = {(a,b)}. Tato
realizace je nejmensi realizace, ktera neni modelem formule.

Formule ¢ je (logicky) platnd pokud plati v libovolné realizaci. Jinymi
slovy, pro vSechny realizace daného jazyka I plati I = ¢. Platnost ¢
znacime podobné jako ve vyrokové logice: = .

Priklad 2.9
Uvazujme jazyk se signaturou (F = {1/9,2/9,+/2}, P = 0). Je for-
mule

p:1+1=2

logicky platna?

Formule ¢ logicky platna neni. Jaktoze formule neni logicky platna?

5 Splnitelnost hraje kli¢ovou roli mimo
jiné v logickém programovdni, kde
je program zadan jako mnozina for-
muli a interpret programovaciho jazyka
(napf. Prologu) se snazi najit model
této mnoziny formuli.
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Aby byla formule logicky platnd, musi platit v kaZdé realizaci daného
jazyka. Podivejme se ale napt. na realizaci I takovou, ze

)

~

I= a,b},
(1) =a,
(2) =0,
(+) ={(a,a) — a,...},

L]
~
=
1l

[ ] [ ]
~ o~

V realizaci I je hodnota termu ,,1+ 1% rovna I(1+1) = a a hodnota
termu ,2% je rovna I(2) = b. Tyto hodnoty nejsou identické a tudiz I
neni modelem ¢, a proto ¢ ani neni logicky platnd formule.

Dvé formule ¢ a v jsou (logicky) ekvivalentnd, zapisovano ¢ < 1, pokud
pro vsechny realizace I plati, ze I je modelem ¢ pravé tehdy, kdyz I je
modelem 1.

Formule % je logickym disledkem formule @, zapisovano ¢ = 1, tehdy,
kdyz pro kazdou realizaci I plati, ze je-li I modelem ¢, pak je I rovnéz
modelem .

Poznamka 2.3

Vyse uvedené vlastnosti (splnitelnost, platnost, ekvivalence, dusle-
dek) jsou vSechny obecné nerozhodnutelné (tedy, neexisujte obecny
algoritmus, ktery by pro libovolnou formuli predikatové logiky umél
urit, zda plati nebo ne). Nerozhodnutelnost problému platnosti
formule (tzv. Entscheidungsproblem [Wik21b]) dokézali nezévisle na
sobé Alonzo Church pomoci vypocetnitho modelu A-kalkulu v roce
1935 [Chu36] a Alan Turing pomoci vypocetniho modelu Turingova
stroje v roce 1936 [Tur37]. O obou téchto vypoletnich modelech
se dozvite ve svém studiu vice: A\-kalkul je formélni zaklad funk-
ciondlnich programovacich jazyku (napt. Haskell, OCaml, Scheme)
a Turingtv stroj je formdlni zaklad imperativnich programovacich
jazyk.

2.4 Algebraické dpravy formuli

Podobné jako ve vyrokové logice, pri praci s formulemi predikatové lo-
giky budeme chtit provadét upravy formuli zachovavajicich ekvivalenci.
Pri téchto tpraviach budeme opét vychézet z logicky ekvivalentnich for-
muli. Mimo logickych ekvivalenci z vyrokové logiky muzeme jesté vyuzit
ekvivalence z néasledujici véty.

Véta 2.1. Pro formule predikdtové logiky ¢ a i plati ndsledujici ekvi-



ZAKLADY LOGIKY PRO INFORMATIKY—CAST 1 37

valence:

Vep & —3Jz(-p) Iz & WV (-p)

Vep & ¢ Jrp & ¢ pokud x ¢ FREE[p]
Ve(p V) & (Vze) Ve  Fz(eAy) < (3zp) A pokud x ¢ FREE[Y)]
Ve(p—1) & (Fze) = Jz(e—v) & (Vop) =1  pokud x ¢ FREE[¢)]
Ve(p =) & p— Vo) Fz(e—) & o — (o) pokud x ¢ FREE|p]

(Vz(p(2)) A (Yy(¥(y))) <  Va(e(z) Ap(x)) pokud z ¢ FREE[(]
(Fz(p(2))) vV Cy(¥(y))) <« Fo(p(z)V(r)) pokud x ¢ FREE[Y]

<

Priklad 2.10
Ukéazeme si, jak prevést formuli

a3y (= ((p(x) Ar(2) = (1))
do tvaru, ve kterém jsou kvantifikdtory co nejhloubéji:
-Vz3y (ﬁ((p(gc) Ar(z)) — T(y)))
& W (W ((p(x) Ar() (1))

& =J2vy((p(z) Ar(z )) r(y))

& Javy((p(z) Ar(z)) ()

< o ((p(x) Ar(e ))%Vy( (¥)))
& (Va(p(z) Ar(2))) = Vy(r(y))

& ((F(p(@)) A (Fa(r(@))) > Vy(r(y))

Vysledna ekvivalentni formule s kvantifikdtory co nejhloubéji je tedy

(V@) A (Fa(r(2)) ) = Vy(r()).

2.5  Prenexni normalni forma

Zakladni normélni forma v predikatové logice je tzv. prenexni normdini
forma. Tato forma slouzi jako zdklad pro mmnoho dalsi uprav formuli,
jako je napiiklad Skolemizace (viz dald{ sekce).

Formule ¢ je v prenezni normdlni formé (PNF), pokud za¢ind prefi-
xem kvantifikdtort, za nimz nasleduje formule bez kvantifikatora, tj. ma
nasledujici tvar:

©: Qur1Qoxa ... Qg (Y(x1, ..., 7)),

kde Q1,...,Qk € {3,V}, 21, ... 2 € X a® je formule bez kvantifikdtort.
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Pro prevod formule do PNF muzeme pouzit algebraické upravy z vy-
rokové logiky a ze Sekce 2.4.

Priklad 2.11
Upravime formuli

va(n>2 — =dzdy3z(a” +y" =2"))
do PNF:

V(n>2 — -JzdyFz(a” +y" =2"))
&Vn(n>2 — Va-IyIz(a"+y" =2"))
SVn(n>2 — Vavy-3z(a" +y" =2"))
SVn(n>2 — VavyVz(=(a" +y" =2")))
S VnVz(n >2 —  VYyVz(~(a" +y" =2")))
SVnVavy(n>2 — Vz(=(a"+y" =2")))
SVnVaVyVz(n>2 — —(a"4+y" =2"))
Vysledna formule v PNF je

VnVaVyVz(n >2 — =" +y" =2")).

Priklad 2.12
Upravime formuli

vy(Ja(Pe,y) = Q(y.2)) A 3= (Va(R(a.) v Qz,v)) )
do PNF:

Yy (El:z:(P(x, y)) — Q(y, Z)) A —|32(V:17(R(:c, y) VvV Q(z, y)))

@Vy(ﬂa: ) = Q(y, )) AVa(R(z,y) Vv Q(z,y))
< Yw (Elz ) = Q(w, z)) A =Vu(R(u,y) vV Q(u,y))
@Vw(ﬂx )) — Q(w, z)) /\Hu(ﬁ(R(u,y)\/Q(u, i’/)))

& Vw((amw(:c, w)) = Q(w,2)) AJu(~(R(u, ) v Q1)) )
& Vwdu( (Fz(P(z,w)) = Q(w,2)) A~(R(u,y) v Q(u,v)) )
@Vwﬂu(Vm(P(m,w) = Q(w, 2)) A=(R(u,y) v Q(u, y ))
(:)Vwﬂqu((P(x,w) = Q(w,2)) A—~(R(u,y) V Q(u,y ))

Vysledna formule v PNF je

VyEIqu((P(:z:, y) = Q(y,2)) A= (R(u,y) vV Q(u, y)))
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2.6 Skolemova normdlni forma

Dalsi normalni forma v predikitové logice je tzv. Skolemova normdini
forma. Tato norméalni forma je pouzivana hlavné napr. pri automatic-
kém dokazovani formuli predikatové logiky pomoci tzv. automatizova-
ngch theorem proveri (angl. automated theorem provers) zalozenych na
technikéach rezoluce, superpozice, paramodulace, atd.

Formule je ve Skolemové normdlni formeé (SNF), pokud je v prenexn{
normalni formé a neobsahuje existencni kvantifikatory 3. Zde je potieba
uvédomit si, Ze obecné neplati, ze by ke kazdé formuli predikatové lo-
giky existovala formule v SNF, kterd by byla s puvodni formuli logicky
ekvivalentni. Plat{ ale, Ze ke kaZdé formuli ¢ existuje formule ¢’ takova,
7e ¢’ je splnitelnd prave kdyz je splnitelnd formule ¢ (pouZzivé se termin
ekvisplnitelnost). Procesu ziskdni ekvisplnitelné formule v SNF se ik
Skolemizace.

Zakladni myslenka Skolemizace je jednoducha. Predpokladejme, ze
mame nasledujici formuli v PNF:

©: Vo Vo .. Vapdy((z, ... 2, 9)).

Tato formule bude splnitelnd pravé tehdy, kdyz pro kazdou k-tici hod-
not z domény potencialni realizace I, (v1,...,vx) € D’f, plati, ze existuje
hodnota u € Dy takovd, ze formule 9 (z1, ..., T, y) je splnitelnd s ohod-
nocenim proménnych I(z1) = v, ..., I(zx) = vx a I(y) = u. Snadno
lze nahlédnout, Ze existence daného u pro kazdou k-tici (v1,...,vg) je
ekvivalentni existenci k-arni funkce fy, kterd kazdé k-tici hodnot prifa-
zuje hodnotu u tak, aby byla formule splnéna. Mizeme tedy ve formuli ¢
odstranit kvantifikdtor 3y a nahradit vSechny volné vyskyty proménné y
ve formuli ¢ za term fy(z1,...,x)). Obdrzeli bychom tedy formuli

¢ Vo Vog . Nep((x, .. ok, fy(Tn,. . xg))).

Povsimnéte si, Ze jsme do jazyka zavedli novy funkéni symbol fy; tomuto
funkénimu symbolu se fika Skolemova funkce. Obsahuje-li formule vice
existenc¢nich kvantifikdtord, Skolemizace postupné odstranuje kvantifi-
katory od nejvnéjsiho po nejvnitrnéjsi.

Priklad 2.13
Prevedeme néasledujici formuli na ekvisplnitelnou formuli ve Skole-
mové normalni formeé:

vy3uda ((P(e,y) = Q(y, ) A=(R(u,3) v Qu.p)) ).
Formule jiz je v PNF, mizeme tedy rovnou pokracovat Skolemizaci:
Vyﬂqu((P(x, y) = Q(y,2)) A= (R(u,y) vV Q(u, y)))

& Vv ((P(a,y) = Qv 2)) A=(R(ful). 1) V QUFu(v).)))

39
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Priklad 2.14

Pifevedeme nasledujici formuli na ekvisplnitelnou formuli ve Skole-
moveé normalni formé:

JoVzIyVuIz(v + (z +y) = u+ 2).

Formule opét jiz je v PNF, muzeme tedy rovnou pokracovat Skolemi-
zaci:

FoVrIyVuIz(v+ (z+y) = u+2)
S VeIyvVuIz(fo + (2 +y) = u+2)

& VaVuIz(fo + (2 + fy(z)) =u+2)
< VavVu(fy + (2 + fy(2)) = u+ f(z,u))
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