ONDREJ LENGAL

STUDIJNI OPORA IDM:;
SVAZY

FIT VUT V BRNE






1

Svazy

Svazy jsou zvlastnim typem algeber s dvémi (&i vice) operacemi, které
charakterizuji jistou tfidu ,hezky se chovajicich“ ¢astecné uspotradanych
mnozin. Pod pojmem ,hezky se chovajici“ chdpeme tu vlastnost, ze pro
kazdé dva prvky a, b z ¢astecné usporadané mnoziny M existuje prvek c €
M, ktery je vétsinez aib, tj. a < cab < ¢ (a dudlné existuje i prvek, ktery
je mensi nez oba prvky). Tato vlastnost se vyuzivd v mnoha oblastech
informatiky, napft. pfi synchronizaci procesu v distribuovanych systémech,
praci se sémantikou programovacich jazykt nebo data miningu.

V této kapitole si postupné vybudujeme svazy dvéma zpusoby: jako
svazoveé usporadané mnoziny a jako algebry s vice operacemi.

Konvence: v tomto textu definujeme mnozinu prirozenych cisel jako
N = {0,1,2,...}, tj. N obsahuje nulu. Materidlni implikaci a bikondi-
ciondl (logické spojky uvniti formuli) budeme znadit symboly — a <+,
logicky dusledek a logickou ekvivalenci (vztah mezi formulemi, hlavné
v dikazech) symboly = a <.

Zacnéme kratkym opakovanim pojmu cdstecné usporddané mmnoziny.

1.1  Clastecné usporddané mnoZiny

Césteéné uspofadané mnoziny zobeciiuji znamé vztahy jako ,,¢islo 4 je
mensi nez c¢islo 10“ nebo ,pismeno c je v abecedé pred pismenem g*“ a
dévaji ndm obecny rdmec pro mnoziny, jejichz (ne nutné vSechny) prvky
mizeme mezi sebou porovndvat. Necht M je mnozina a C je binarni
relace na M, tj. E C M x M, takova, ze plati nasledujici:

1. reflexivita: Ve € M : z C x,
2. antisymetrie: Vo,y e M : (1 CyAyCz) — z =y,
3. tranzitivita: Vz,y,ze M : (e CyAyCz) —» 2 C 2.

Mnozinu M s uspordddnim C Casto znac¢ime (M,C) a nazyvame
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cdstecné usporddand mnoZina (angl. partially ordered set, nékdy zkrdcené
jen poset). Pokud plati x C y, pak fikdme, ze ,x je mensi nebo rovno y “
a ,y je vétsi nebo rovno x “ (a asto kratce jen ,x je mensi nezy“a ,y je
véetsi neZ x “; ostrou nerovnost bychom potom oznacovali jako ,x je ostre

mensi neZ y “ atd.). Definujme si déle notaci x C y &y CyAx #y.

Césteéné usporddanou mnozinu (M, C) oznacujeme za linedrné uspo-
rddanou (nékdy téz uplné nebo totdiné usporddanou), pokud jsou kazdé
dva prvky z M porovnatelné, formalné, Ver,y e M : x CyVy C x.

Priklad 1.1

1. Mnozina prirozenych cisel IN a relace ,mensi nebo rovno “ < mezi
nimi je linedrné usporddand mnozina (IN, <), protoZe

o pro kazdé pfirozené ¢islo x plati, ze z < x (reflexivita),

e pokud x <y a ziroven y < z, potom z = y (antisymetrie),

e pokud x <y a zaroven y < z, potom x < y (tranzitivita) a

e pro kazdé dva prvky z,y € IN bud « < y nebo y < x (linearita).

2. Mnozina prirozenych ¢isel IN a relace ,0stre mensi nez“ < neni
Céstecné usporddand mnozina, protoze neni reflexivni (existuje

prirozené ¢islo = takové, ze neplati & < x, napt. z = 42).

3. Uvazujme mnozinu S = {a,b, ¢} a jeji potenéni mnozinu

2% = {0, {a}, {b},{c}, {a,b},{b,c},{a,c}, S}.

Potom (2%, C) je ¢asteénd uspotadand mnozina. (2%, C) nent line-
arné usporadana mnozina, protoze obsahuje neporovnatelné prvky,

napt. {a} Z {b} a zaroven {b} € {a}.

4. Obecngji plati, ze mame-li libovolnou mnozinu S, pak (2%, C) je
Castetné uspofadand mnozina. Mnozina (27, C) obecné neni linedrné

usporadand; ptijde o linedrni usporadani jen pokud |S] < 1.

5. (N, ]), kde a | b plati pokud 3¢ € N : a-c = b (tj. a ,,déli“b), je
castecné usporadand mnozina:

o (reflexivita): Pro vSechna ¢isla € IN plati, ze pokud ¢ = 1, pak
z-1=ux, atedy z | .

o (antisymetrie): Pokud plati, Ze = | y a zéroverl plati, Ze y | x, pak
z definice predikdtu | vime, Ze existuji ¢isla ¢1,co € N takovd,
7e x-c1 = y a zaroven y - cg = x. Po dosazeni prvni rovnosti
do druhé dostaneme z - c1 - c2 = x, coz plati nad prirozenymi
Cisly ¢1 a cg jen pokud ¢ =co =1, a tedy z = y.

o (tranzitivita): Pokud plati, Ze x | y a zdroven plati, Ze y | z, pak
z definice predikatu | vime, Ze existuji éisla ¢1,co € IN takova,

Ze x-c1 =y a zaroven y - cg = z. Po dosazeni prvni rovnosti do
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) Graf relace R (b) Hasseuv diagram Hp

druhé dostaneme x - ¢ - co = z, a tedy plati, ze existuje cg € IN,

konkrétné c3 = c; - co takové, ze x - c3 = z.

6. (Z,|z), kde a |z b plati pokud 3¢ € Z : a-c = b, nend Cdsteiné
usporadand mnozina, protoze je porusena vlastnost antisymetrie.
Konkrétnim piikladem jsou prvky 1 a —1. Plati, Ze 1 |z —1 (pro
c=—1),platii —1 |z 1 (opét pro ¢ = —1), ale 1 # —1.

Cviceni 1.1

1. Dokazte, 7ze Cdstecné usporddand mnozina (IN,|) neni linedrné
usporadana.

2. Je (N
usporadani?

=) ¢4stecné usporadand mnozina? Pokud ano, jde o linearni

1.1.1 Hasseovy diagramy

Pro prehledné zobrazeni konecnijch C¢astecné usporadanych mnozin se
¢asto pouzivaji tzv. Hasseovy diagramy.! Necht R je ¢aste¢né usporadani
na mnoziné M. Pak Hasseiv diagram Hp odpovidajici R je nejmensi

podmnozina R takova, ze R je tranzitivné-reflexivni uzavér relace Hp.

Priklad grafu relace a Hasseova diagramu odpovidajicimu relaci je na
Obrazku 1.1. Pr1i grafické reprezentaci se pouziva konvence, ze pokud
(z,y) € Hg, tedy = je mensi ne y, potom x je v diagramu pod y
(v diagramu jiz pak nenf poti¥eba zakreslovat u hran Sipky).

Priklad 1.2
1. Uvazujme Géstetné uspoiddanou mnozinu (2{%b:¢} C). Hasseiv
diagram odpovidajici této mnoziné je uveden nize.
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Obrazek 1.1: Piiklad grafu re-
lace R a odpovidajictho Hasseova
diagramu. R je ¢astecné uspora-
ddni{ na mnoziné {a,b,c,d,e, f}
definované jako R = {(b,a),
(¢,a), (d,b), (d,c), (e,d), (f,d),
(a,a), (b,0), (¢,c), (d,d), (e,e),
(f,f), (d,a), (e,b), (e,¢), (e,a),
(f,0), (f,c), (f,a)}.

I N&kdy pomoci Hasseovych diagramii
budeme naznacovat i nekonecné Cas-
te¢né usporddané mnoziny.
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{a,b,c}

{a, b} {a,c} {b,c}

0

2. Hassetv digram pro ¢asteéné usporddanou mnozinu (N, |) je na-
znacen nize. Vsimnéte si, ze prvek 0 je v relaci pouze sdm se sebou.

(prvocisla)

0

3. Hasseliv diagram pro ¢dstecné usporddanou mnozinu (IN, =) je
naznacen nize. Vsimnéte si, ze kaZdy prvek je v relaci pouze sam se

sebou.

0 1 2 3 4 5

Cviceni 1.2
1. Je (Z,]) ¢astecné usporddand mnozina, kde a | b plat{ pokud

Je € N : a-c = b7 Pokud ano, znidzornéte jeji Hassetv diagram.

1.1.2  Infimum, supremum

Déle definujeme pojmy dolni a horni zavory a taktéz infimum a supre-
mum. Tyto pojmy ndm oznacuji prvky, které tésné ohranicuji vsechny
prvky dané podmnoziny ¢astecné usporddané mnoziny zespodu a svrchu.

Zacneme definici dolni a horni zavory.



Necht (M, C) je ¢dstecné uspofddand mnoZina a B C M. Prvek d € M
je dolni zdvora mnoziny B pokud plati, ze Vo € B : d C z. Jinymi slovy, d
je dolni zavora mnoziny B pokud je mensi nez vsechny prvky z B. Dualné
definujeme pojem horni zdvora mnoziny B jako prvek h € M takovy, ze
Vo € B:x C h, tj., h je vétsi nez vSechny prvky z B. Je-li jasné, ze se
pohybujeme ve svazu (M, C), tak pro mnozinu X C M budeme pouzivat
DZ(X) pro oznaceni mnoziny vSech jejich dolnich zévor a HZ(X) pro

mnozinu jejich hornich zavor.

Priklad 1.3

1. UvaZujme ¢dstecné uspofddanou mnozinu (M, C) danou nésleduji-
cim Hasseovym diagramem:

NN\
N\

(a) B je horni zdvora mnoziny {A, B, C}.

(b) B je téz horni zavorou mnozin {B}, {A, B}, {A} a vSech pod-
mnozin {B,C, F'} (véetné prazdné mnoziny).

(¢) Mnozina {A, B,C} nemé dolni zavoru.

(d) {C, F} je mnozina dolnich zdvor mnoziny {C, D}.

(e) Mnozina {D} mé dolni zavory D,C, E, a F.

(f) M nemd Zddnou horni zdvoru ani zédnou dolni zdvoru.

(

g) Mnozina () mé jako dolnf{ i horni zévory libovolny prvek z M.
2. Uvazujme linedrné uspofddanou mnozinu (IN, <).

(a) 142 je priklad horni zévory mnoziny {6,13,91} a 3 je priklad
jeji dolni zavory.

(b) Mnozina {0, 1,2, 3,4, 5,6} obsahuje pfesné vSechny doln{ zévory
mnoziny {6,13,91} a nekoneénd mnozina {91,92,93, ...} presné
vSechny jeji horni zdvory.

(¢) Mnozina IN mé (jedinou) dolni zdvoru 0 a nemd zddnou horn{
zavoru.

(d) Mnozina @) ma jako dolnf i horni zavory libovolny prvek z IN.

Nyni se jiz dostavdme k definici infima a suprema. Necht (M,C)
je Castecné usporadand mnozina a B C M. Prvek ¢ € M je infimum
mnoziny B pokud je ¢ dolni zavora B a pro vSechny dolni zavory =z
mnoziny B plati, ze x C 4. Intuitivné, infimum mnoziny je jeji nejvétsi

dolni zavora. Infimum mnoziny B znacime jako MB. Pojem supremum

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY 7
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mnoziny B je definovan dudlné jako prvek s € M takovy, Ze s je horni
zévora B a pro vSechny horni zavory x mnoziny B plati, ze s C z. Tedy,
supremum mnoziny je jeji nejmensi horni zavora. Supremum mnoziny B
znacime jako LIB. Infimum ani supremum mnoziny nemusi existovat.

Casto budeme pracovat s infimem a supremem dvouprvkovych mnozin,
a proto pro prvky a,b € M zavedeme nasledujici binarni operatory: pro
. f f
infimum oMb < M{a,b} a pro supremum a Llb & U{a, b}.

Priklad 1.4

1. Uvazujme ¢dstecné uspofddanou mnozinu (M, C) danou nésleduji-
cim Hasseovym diagramem (stejny jako v Prikladu 1.3):

YAVAN
NS

(a) B je supremum mnozin {A, B,C}, {B}, {4,B}, {A4,C},
{B,C}, {B,C,F} a{A,B,C,F}.

(b) D je supremum napf. mnoziny {C, E'}, tj. D = C'U E. Mnozina
{C,E} m4 infimum F, tj. F =CnNE.

(c) Dale plati,2e D=DUF a F=DNF.

(d) M ani ) nemajf supremum ani infimum.

2. Uvazujme linedrné usporddanou mnozinu (IN, <).

(a) Supremum mnoziny {6, 13,91} je 91 a jeji infimum je 6.
(b) Nekone¢nd mnozina {8,10,12,...} m4 infimum 8 a nem4 supre-

muil.

3. UvaZujme ¢astecné usporddanou mnozinu (M, <), kde
M = {—oc0} U (—00,0) U (0,400) U{+o0} .

a) Interval

) (2,4) ma v (M, <) infimum 2 a supremum 4.
b) Interval (2

(
( ,4) méd v (M, <) téz infimum 2 a supremum 4.
(c) Imterval (1,400) ma v (M, <) infimum 1 a supremum +oo.
( 1

(
d) Interval (—1,0) ma v (M, <) infimum —1 a nemd supremum.

Necht (M,C) je ¢dsteéné usporddand mnozina, N C M jeji podmno-
zina a ¢ = MN. Pokud ¢ € N, pak prvku ¢ fikdme nejmensi prvek N.
Duadlné, pokud je s = LN, pak prvku s rikdme nejvétsi prvek N.
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Priklad 1.5
1. Uvazujme ¢dstecné uspofddanou mnozinu (R, <). Cislo 42 je infi-
mum intervalu (42, 100), ale neni jeho nejmensi prvek.

Poznamka 1.1

Infimu se nékdy také fiké prisek a supremu spojeni. V anglictiné se
doln{ a horni zévory casto oznacuji terminy lower bound a upper bound.
Anglické ekvivalenty pojmu infimum jsou: infimum, meet nebo greatest
lower bound. Supremum se anglicky rekne supremum, join nebo least
upper bound.

1.2 Svazove uspordadané mnoZiny

Svazové usporadané mnoziny jsou, intuitivné, ¢astecné usporadané mno-

ziny, které maji dobre definované operace infima a suprema.

Necht (M,C) je ¢astecné usporddand mnozina. Rikidme, Ze (M,C)
je svazové usporddand mnoZina (vétsinou jen svaz, angl. lattice), pokud
zaroven plati nasledujici dvé podminky:

1. Kazdé dva prvky maji infimum v M, tj. Va,b € M :allb e M.
2. Kazdé dva prvky maji supremum v M, tj. Va,be M :allb e M.

Kdyz v predchozi definici nahradime ,, Kazdé dva prvky“ za ,Kazda
neprazdné konec¢na podmnozina“, dostaneme ekvivalentni definici. Déle
definujme dping svaz jako svaz (M,C), kde mé kaZdd podmnoZina v M
infimum i supremum (tedy i prdzdnd mnozina a libovolnd nekone¢na
podmnozina, je-li svaz nekoneény). Formalné mizeme podminku tiplného

svazu zapsat nasledujicim zpusobem:

VACM:MAe M a VACM:UAe M .

Priklad 1.6

1. Uvazujte ¢astecné usporadanou mnozinu danou nasledujicim Has-

seovym diagramem.
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C’/B\D
NN
N

Tato mnozina je svaz, jelikoz kazdé dva prvky v ni maji infimum
a supremum. Napf.:

° (:'H_F:G7 CUF:B,
. EHF:G, EuF:D,
« ANE=E, AUE=A.

2. Uvazujme &asteéné uspoadanou mnozinu (21906} C) jejiz Hassetv
diagram je uveden nize.

{a,b,c}

bt} {ad  {be}

{a} {0} {c}

0

(2labiet C) je svaz. VEimnéte si, Ze v tomto svazu infimum dvou
mnozin odpovida jejich pruniku a supremum jejich sjednocent.

3. Obecnéji plati, ze mdme-li libovolnou mnozinu S, pak (25, Q) je
svaz kde infimum odpovidd mnozinovému priniku a supremum
odpovidd mnozinovému sjednoceni. Dokonce se jedna o uplng svaz.

4. Céstecné uspofddand mnozina ({1}, =) je svaz.

5. Céastecné uspofddand mnozina (0, =) je svaz.

6. Cdstecné usporddand mnozina ({false, true}, =), kde = znaéf im-

plikaci, je svaz. Jeho znazornéni je na nasledujicim Hasseové dia-
gramu:




true

false

7. Castecné uspordadand mnozina vyobrazend Hasseovym diagramem

nize neni svaz.
/B\ /D\
A C\ /E
F

MnozZina napf. neobsahuje infimum prvku A a C' nebo supremum
prvka B a D.

8. Céstecné usporadand mnozina (IN, =) nenf svaz.

Cviceni 1.3

1. Dokazte, ze (IN,]|) neni svaz.

2. Dokazte, ze (IN\ {0},]) je svaz. Cemu v tomto svazu odpovidé
infimum a supremum dvou prvku?

Véta 1.1. Necht (M,C) je svazové usporddand mnoZina. Potom pro
kazdé dva prvky a,b € M plati ndsledujici:

alb < alb=a (1.1)
alCb < alb=b (1.2)

Dikaz. ¢ aCb < allb=a:

(=): Sporem. Piedpokladejme, ze a C b a alb = ¢, kde ¢ # a. Z definice
infima plyne, Ze ¢ je dolni zdvora mnoziny {a, b}, a tedy plati, ze ¢ C a.
ProtoZe plati ¢ C a C b, tak, aby bylo ¢ nejvétsi dolni zavora {a, b}, musi
tedy platit, ze ¢ = a. Spor.

(«<): Plyne trividlné z definice infima.

e« aCb < alb=b: Obdobné jako v predchozim piipadeé. O

Véta 1.2. Necht (M,C) je svazové usporidand mnoZina. Pak maji
operace M a U, pro vsechna x,y,z € M, ndsledujici vlastnosti:

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY
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xNzr=ux rUzr=ux (idempotence)
zMN(yNz)=(zNy)Nz zU(yUz)=(zxUy)Uz (asociativita)
zMNy=yNz rlUy=yUx (komutativita)
zMN(zly) == zU(zMNy) == (absorpce)

Diikaz. o Idempotence: trividlni z definice M a U (napf. Mz = MN{z}).

o Asociativita: ukédZeme pro infimum M (pro supremum LI lze dokdzat
obdobné). Nejdiive dokdzeme, ze =M (yMz) = M{z,y,z}. Necht u =
y M z. Jelikoz je v infimum y a z, pak plati, Ze u je nejvétsi prvek M
pro ktery plati w C y a u C 2 (z predpokladu, Ze (M,C) je svazovd
usporddand mnozina vime, Ze pravé jeden takovy prvek existuje). Pro
2 M(yMz) = 2 MNu pak musi platit, Ze jde o nejvétsi prvek ¢ € M takovy,
ze 1 C x a i C u. Z tranzitivity C tedy plati, Ze ¢ je nejveétsi prvek takovy,
i CaxANICyAiL 2z atedy i = M{x,y, 2}

Obdobné lze dokézat i to, ze (zMy) Mz = MN{x,y, z}. Potom tedy plati
xMN(yNz) =M{z,y,z} = (xNy) Nz

Dikaz pro U lze vést obdobné.

o Komutativita: plyne trivalné z definice operdtori (napf. z My =
Mz,y} =yrx).

o Absorpce: Aby platilo, ze z U (x My) = x, musi dle Véty 1.1 platit,
ze x C oMy, coz plat{ trividlné z definice infima. Obdobné pro z M (U
y) = z. O

Z predchoziho plyne, Ze je-li (M,C) svazové usporddand mnozina,
potom je mnozina M wuzavrena na operace I a L. Lze tedy rict, ze M

s danymi operacemi tvori algebru.

1.8 Algebraickad definice svazu

Jak jsme vidéli v predchozi sekci, svazové usporddané mnoziny lze chapat
i jako algebry. V této sekci tuto myslenku rozvedeme.

Pojmem algebraicky definovany svaz oznacujeme algebru s dvémi
bindrnimi operacemi (M,, L), ve které plati, pro vSechna z,y,z € M,
nasledujici vlastnosti:



rMNer=x rUz =z (idempotence)
zMN(yNz)=(zNy)Nz zU(yUz)=(zUy)Uz (asociativita)
My =yMNz rUy=yUuzx (komutativita)
zMN(zly) == zU(zNy) == (absorpce)

Priklad 1.7
1. (2labe} N V) je (algebraicky definovany) svaz. Zdivodnéni:
e idempotence, asociativita a komutativita plynou trividlné z od-
povidajicich vlastnosti mnozinovych operaci N a U.
o absorpce: jelikoz pro vsechny mnoziny X,Y plati, ze X C X UY,
pak bude platit, ze X N (X UY) = X. Obdobné pro X U (X N
Y)=X.

Cviceni 1.4

1. Dokazte, ze (IN'\ {0}, nsd, nsn), kde nsd znaci nejvétsiho spolec-
ného délitele (napf. nsd(42,14) = 7) a nsn nejmensi spolecny
nasobek, je svaz.

Vsimnéme si, ze vlastnosti algebraicky definovaného svazu odpovidaji
vlastnostem svazové usporadané mnoziny z Véty 1.2. Jinymi slovy, kazdou
svazové usporddanou mnozinu lze prevést na algebraicky definovany
svaz. Plat{ to i obracené? Tedy, lze kazdy algebraicky definovany svaz
prevést na svazové usporddanou mnozinu? Na tuto otdzku odpovida
kladné Véta 1.4. Pti prevodu algebraicky definovaného svazu na svazové

vz oy v . N2 122 def
usporadnou mnozinu budeme pouzivat definici usporadani z C y <
x = xMy. Nejdrive si dokazme nasledujici pomocné tvrzeni, které 7ika,
ze nezalezi, zda toto usporadani definujeme pomoci infima nebo suprema.

Lemma 1.3. Plati, Ze x = x My prave kdyz y = = Uy.

Diikaz.
z=xMy predpoklad
— yUz=yU(zNy) ly U - na obé strany rovnice|
= yUz =y labsorpcef
= zUy =y lkomutativital O

Z Lemmy 1.3 plyne, ze uspoirdadani C muzeme definovat i jako x T
y <= y = zUy. Nyni se jiz dostavame k samotné vété, kterd 1ika, ze
kazdy algebraicky definovany svaz lze prevést na svazové usporadanou
mnozinu.

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY
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Véta 1.4. Necht (M,N,U) je algebraicky definovany svaz. Pak plati, Ze

de, . . ., , ..
(M,C), kde x C y <:f> My = x, je svazove usporidand mnozina.
Diikaz. 1. Nejdrive ukazeme, Ze C je ¢astecné usporadani na M.

o (reflexivita): Mame dokazat, Ze pro vSechna x € M plati, Ze z C z.
Dle definice x C y =N x My =z plati, ze £ C x pravé kdyz x Nz = x,
coz plyne z vlastnosti idempotence.

o (antisymetrie): Mame dokézat, pro vsechna z,y € M, Ze pokud z C y
ay C x, pak x = y. Z definice C plyne, ze x C y pravé kdyz x =z My
ay C x pravé kdyz x My = y. Tedy, plati x = x My = y, takze x = y.

o (tranzitivita): Mame dokdzat, pro vSechna x,y, 2z € M, %e pokud z C y
ay C z, pak z C 2. Pfedpoklddejme, Ze t T yay C 2z (tj. ¢ = 2 My
a y = ylz) auvazujme nasledujici sekvenci algebraickych tprav:

TCy < z=xMNy |pfedpoklad a definice Cf
=xM(ynz) Iptedpoklad y = y M 2§
=(zNy)Nz lasociativita |
=zMNz Ipfedpoklad z = My

Dostali jsme, ze x = x Mz a tedy (z definice C) plati, Ze = C z.

2. Aby (M,C) byla svazové uspofddand mnozina, tak ndm zbyva do-
kazat, ze kazdé dva prvky M maji v M unikatni nejvetsi dolni zdvoru
a nejmensi horni zavoru. Konkrétné, budeme dokazovat, ze pro libovolné
a,b € M plati, Ze aMb je nejvétsi dolni zdvora mnoziny {a, b}, a ze aLlb
je jeji nejmensi horni zavora.

Zacnéme s dukazem nejvétsi dolni zavory. Necht aMb = c¢. Budeme
dokazovat, Ze ¢ je nejvétsi dolni zdvora mnoziny {a, b}. Nejdiive dokéZeme,

ze ¢ je dolni zavora této mnoziny.

alb=c |predpoklad |
= al(anb)=alc la U na obé strany rovnice|
= a=alc labsorpcef
= c=allc {Lemma 1.3§
— c=chNa lkomutativita]
= cCa ldefinice Cf

Dokézali jsme, Ze ¢ C a. Obdobné dokézeme, ze ¢ C b (v dikazu se
v prvnim kroce na obé strany rovnice misto a LJ- prida bU -, zbytek
postupu je stejny). Z predchoziho plyne, Ze ¢ je dolni zévora {a, b}.

Nyni dokézeme, Ze ¢ je nejvétsi dolni zdvora {a,b}. Dikaz povedeme
sporem. Predpokladejme, ze existuje z € M takové, ze plati z C a,
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zCbacC z (tedy cCzAc# z).2 Budeme pokracovat nasledujicim 2 Graficky si mfizeme tuto situaci zna-
wwovinin: ot i e oo
z2Ca Ipredpoklad | a b

= z=2zMNa ldefinice Cf \\f/

= 2MNb=(zMa)Mb 1-Tb na obé strany rovnice |

= zMb=2zM(aMb) lasociativitaf ¢

= zMb=zMNc Iptedpoklad aMb = ¢f

= z=2zMNc Ipfedpoklad z C b

— zCec ldefinice Cf

Ziskali jsme, Ze z C ¢, coz je ve sporu s predpokladem ¢ [C z.
Diikaz toho, Ze a b je nejmensi horni zdvora mnoziny {a, b}, lze provést

obdobné. O

Dokézali jsme, ze svazoveé usporadané mnoziny a algebraicky definované
svazy lze mezi sebou prevadét. V nésledujicim textu proto budeme mezi

témito dvéma reprezentacemi volné prechazet a mluvit prosté o svazech.
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Pochopeni rozdilu mezi syntaxi a sémantikou ndm umozni, mimo
jiné, navrhovani lepsich abstrakei v programech, coz vede k udrzova-

telnéjsimu a 1épe pouzitelnému kédu.

1.4 Podsvazy

Uvazujme (algebraicky definovany) svaz (M,Mys,Ups) a podmnozinu
P C M. Rikdme, ze (P,MNp,Up) je podsvaz svazu (M,Myr, Uy ), pokud
plati nasledujici dvé podminky:

1. (P,Np,Up) je svaz a
2. pro vsechna z,y € P plati, ze

clpy=xlpyy a rUpy=zlUpyy .

Neformalné bychom mohli Fict, Zze podsvaz je podmnozina ptvodniho
svazu, kde jsou zachovana infima a suprema. Pojem podsvazu budeme
spolu s izomorfismem svazi definovanym nize pouzivat pri klasifikaci

svazu v Sekei 1.5.

Priklad 1.8

1. UvaZzujme svaz (M,Mys,Uys) dany ndsledujicim Hasseovym dia-

gramem:

A

C/B\D
N,/

o Nésledujici t¥i usporddani jsou podsvazy (M, My, Upr):

A

N Vs
N

e Nasledujici Hasseovy diagramy nerezprezentuji podsvazy
(M,|_|M,|_|M)Z




A A B
g N
%
(a) (b) (c)
Zdtuvodnéni:

(a) Neni zachovano supremum C Uy, D = B.
(b) Nejde o svaz.
(¢) Neni zachovano infimum AMy; B = B.

Prejdéme k vysvétleni pojmu izomorfismu svazu. Jsou-li dva svazy
izomorfni, jde to chapat tak, ze tyto svazy maji stejnou strukturu, tedy,
jejich Hasseovy diagramy lze nakreslit tak, ze vypadaji stejné, az na
pojmenovani uzlt.3

Formalné, méjme svazy Sy = (M,My,Upr) a Sy = (N, My, Uy).

Pokud existuje bijekce f : M <— N takova, ze pro kazdé x,y € M plati

fanyy)=f@)Ny fly)  a  fleUny) = fl@)Un f) ,
potom jsou svazy Sys a Sy izomorfni. Bijekci f nazyvame izomorfismem
svaztt Sy a Sy.*

Priklad 1.9

1. Uvazujme svazy Sy = (M,My,Ups) a Sy = (N, Ny, Uy) dény
nésledujicimi Hasseovymi diagramy:

u dort
RN PN
g \h poleva marmeldda
i J korpus vejce
NS ~
k hlad
SM:(M7HM7UM) SN:(N7I_IN7|—|N)

Svazy Sy a Sy jsou izomorfni. Izomorfismem f téchto svazi je
funkce

f = {u — dort, g — marmeldda, h — poleva,

i+ vejce, j — korpus, k — hlad} .

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY 17

3U nekoneénych svazii samoziejmé
nelze Hasseovy diagramy jednoduse na-
kreslit.

4 V&imnéte si, Ze izomorfismus svazii je
specidlni pripad izomorfismu algeber.
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Vsimnéte si, Ze izomorfismus nehledi na to, jestli jsou neporovnatelné
prvky v Hasseové diagramu vlevo nebo vpravo od sebe. Vskutku, 1ze Fict,
ze dva svazy jsou izomorfni, pokud jsou grafy jejich Hasseovijch diagrami
izomorfni (viz ¢ast predmétu zaméfend na grafy).

1.5 Klasifikace svazi

Svazy lze klasifikovat mnoha rtznymi zptisoby. Jiz v Sekci 1.2 jsme si
tekli o dplnych svazech. Ve zbytku této sekce si ukazeme dalsi, casto se
vyskytujici podtiidy svazi.

1.5.1 Distributivni svaz

Svaz (M,M,U) je distributivni pokud pro vSechna z,y,z € M plati
nasledujici:

zMN(yUz) = (zNy)U(zN2) a zU(yNz)=(zUy)N(zU2)

Vyse uvedenym vlastnostem se ¢asto rika distributivni zdkony.

Priklad 1.10
1. Uvazujme svaz dany nésledujicim Hasseovym diagramem:

/"\h
Y
\k/‘7

g
1

Tento svaz je distributivni (lze ovérit napriklad otestovanim distri-
butivnich zdkonti pro vSechny trojice x,y, z).

2. Uvazujme mnozinovy svaz dany nasledujicim Hasseovym diagra-
mem:

{a,b,c}

{a, b} {a,c} {b,c}

{a} {b} {c}

0

Tento svaz je téz distributivni.



3. Méjme A = {1,2,3,5,30} a uvazujme svazové usporadanou mno-
zinu M3 = (A,|). (Pfipomenme si, ze z | y pravé kdyz x déli y.)
Hassetv diagram svazu M3 je nésledujici:

30
AN
2 3 5
N
1
Tento svaz neni distributivni, protoze

(2N3)uUs5 = 1U5 = 5,

ale
(2U5)MN(3us) = 30M30 = 30 .

7 ptredchoziho plyne, Ze
(2m3)ub # (2us5)N(3us)
coz porusuje distributivni zakon.

4. Méjme B = {1,2,3,9,18} a uvazujme svazové usporddanou mno-
zinu N5 = (B, |). Hassetv diagram svazu Ny je nasledujic:
18

/
9

3 2
NS
1
Svaz N5 nend distributivni, jelikoz
(9n2)u3 = 1U3 = 3,

ale
(Qu3)m(2u3) = 9nis

I
©

Z ptedchoziho plyne, ze
(9n2)u3d # (9u3)n(2us) |,

coz porusuje distributivni zakon.

Svazy Ms a Ny z Piikladu 1.10 jsou vyznamné, jelikoz lze pomoci
nich urcit nezbytnd a postacujici podminka pro to, aby byl svaz dis-
tributivni (viz Véta 1.5). Kdyz abstrahujeme od konkrétnich nosnych
mnozin, muzeme si tyto svazy znazornit pomoci nasledujicich Hasseovych

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY
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diagramu:

a / Obrézek 1.2: Zakladni nedistribu-
/ ‘ \ 9 tivni svazy
ANV N4
e
M3 N5

Oznaceni M3 se pouziva pro libovolny svaz s nim izomorfni a témto
svaziim se fiké diamantové svazy.> Podobné i N5 se pouzivé pro libovolny 5V literatufe se nékdy lze setkat i
s nfm izomorfni svaz; témto svaziim se ¥ika pentagondlni svazy.5 s oznacenim Ms. ) .
6 Jako mnemotechnickd pomiicka

muze slouzit zvyraznéni ve slovech

Véta 1.5. Svaz je distributivni prdavé tehdy, kdyzZ neobsahuje Zdadny diaMantov] o peNtagondind

podsvaz izomorfni s Ms nebo Ns.
Diikaz. Nad rdmec tohoto textu, zdjemci mohou najit v literature. [

Vétu 1.5 lze vyuzit pro rychlé rozhodnuti, zda je svaz distributivni.

Priklad 1.11

1. Uvazujme svaz Sy; dany néasledujicim Hasseovym diagramem.
A
7N\
B C
VRN
D E
N S
F G
N S
H
Tento svaz neni distributivni jelikoz obsahuje napt. podsvaz Sp =
({A,B,F,G,H},Np,p), kde Mp a Up jsou infima a suprema
svazu Sps omezena na doménu {A, B, F',G, H}. Nalezeni takového

podsvazu pro dikaz nedestributivity staci, kdybychom ale chtéli byt
konkrétni, distributivita je porusena napt. v nasledujicim pripadeé:

BN(GUF)# (BNG)u(BNF) .

Poznamka 1.3

N 24

U 4dplnych svazi je casto pozadovana silnéjsi podminka, a to tzv.
dplnd distributivita. Svaz (M,M,U) je dplné distributivni, pokud v ném
pro kazdou mnozinu mnozin {{z;, € M | k € K} | j € J} plati
nasledujici vlastnost (J je mnozina indexi 1. drovné a K je, pro kazdé



Jj € J, mnozina indexd 2. drovné):

[ U = U 50 (1.3)

jeJ keK; feEF jeJ

kde F' je mnozina funkci vijbéru f takovych, ze pro vSechna j € J bude
f(j) vybirat prévé jeden prvek z Kj.

1.5.2  Ohraniceny svaz

Svaz (M,M,U) je ohraniceny (angl. bounded) pokud existujf prvky L, T €
M takové, ze

VeeM:1nNe=_1 a VeeM:z2UT =T .

Takovy svaz pak nékdy znacime jako algebru (M,M,U, 1, T) kde L a T
jsou nuldrni operace’, tj. funkce M® — M. Prvkim L a T se k4
infimum a supremum svazu (anglicky nékdy také bottom a top).

Lemma 1.6. Je-li (M,M,U, L, T) ohraniceny svaz, potom plati

L=nM=u0 a T=uM=np .
Diikaz. Necht (M,M,U, 1, T) je ohrani¢eny svaz.

e Nejprve dokazeme, ze | =M.
VeeM:L=_1MNxz  ]definice ohrani¢eného svazuf
= VeeM:1Cx Véta 1.1
7 ptedchoziho plyne, ze 1 je dolni zédvora mnoziny M.

Nyni dokazme, ze L je jedind, a tudiz nejvétsi dolni zavora M, a tedy
1 =M. Dikaz povedeme sporem. Predpokladejme, zZe existuje z € M
takové, Ze z je dolni zavora M a z # 1. Pak tedy musi platit, ze
Yy € M : z C y. Jelikoz | € M, pak tedy plati, Ze z £ L. Z definice

ohranic¢eného svazu pak plati L C z a z antisymetrie C plyne, ze z = L.

Spor.

e Nyni dokaZme, Ze L = U@. Trividlné plati, Ze L je horni zdvora
prazdné mnoziny. Jelikoz, dle definice ohranic¢eného svazu a Véty 1.1, je

1 mensi nez vsechny prvky M, pak je 1 nejmensi takovato horni zavora.

o Dilkkazy T = UM a T =M@ lze provést obdobné jako predeslé. O

Lemma 1.7. Necht (M,M,U) je svaz obsahujict proky L a T takové, Ze

plati
1 =M =10 a T=UM=n

Potom je (M,M,U) ohraniceny.

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY 21

7 Nuldrnim operacim fikdme konstanty.
Funkci M? — M si mizeme pfedsta-
vit jako funkei, kterd n-tici ,,()“ o délce
nula pfirazuje jeden vybrany prvek mno-
ziny M.
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Drikaz. Ponechén jako cviceni Ctenari. O

Dusledek 1.8. Svaz (M,M,U) je ohraniceny prdve tehdy, kdyZ obsahuje
prvky L a T takové, Ze

1L =nNM=10 a T=UM=n0
Diikaz. Smér = plyne z Lemmy 1.6 a smér < plyne z Lemmy 1.7. O
Daisledek 1.9. KaZdy uplnyg svaz je ohraniceny.

Diikaz. Necht (M, C) je uplny svaz, pak z definice tiplného svazu plati,
ze existujl prvky L =MM a T = UM takové, ze 1, T € M. Zbyva nam
ukézat, ze L = U a T = M@, coz plyne z toho, %e L je nejmens{ prvek M
a T je nejvétsi prvek M. O

Priklad 1.12

1. Uvazujme svaz (N \ {0},]). Tento svaz nen{ ohraniceny (sice ma

infimum 1, ale nem4 supremum).

2. Nésledujici priklad ukazuje, ze Véta 1.9 obracenym smérem
(tj. ,Kazdy ohranifeny svaz je uplny.“) neplati. Uvazujme svaz
(M, <), kde

M = {—00} U (—00,0) U (0, +00) U{+oc0} .

Tento svaz je zfejmé ohraniceny (—oo je jeho infimum a 400 je jeho
supremum), ale neni Gplny, protoze napf. neobsahuje supremum

mnoziny (—00,0).

3. Uvazujme mnozinovy svaz dany nasledujicim Hasseovym diagra-

mem:

{a,b,c}

{a, b} {a,c} {b,c}

{a} {b} {e}

ANV

Tento svaz je ohrani¢eny (jeho infimum je () a supremum je {a, b, c}).

0




1.5.8  Komplementdrni svaz

Svaz (M,N,U) je komplementdrni (angl. complemented) pokud plati
nasledujici dvé podminky:

1. je ohraniceny, tj. obsahuje infimum | a supremum T a

2. ke kazdému prvku xz € M existuje komplement, tj. prvek T takovy, ze

Priklad 1.13

1. Uvazujme mnozinovy svaz dany nasledujicim Hasseovym diagra-

mem:

{a,b,c}

N

bt} {ad  {be}

{a} {0} {c}

N

Tento svaz je komplementarni. Vsimnéte si, ze komplementem

0

prvku X je prvek {a,b,c}\ X; komplement zde tedy odpovida

mnozinovému dopliku.
2. Uvazujme svaz dany nasledujicim Hasseovym diagramem:

U
/N
\h
J

AN . /

g
1

Tento svaz neni komplementarni, jelikoz prvky g a j nemaji kom-
plement (prvky w, h,i a k komplement maji).

3. Uvazujme svaz dany nasledujicim Hasseovym diagramem:

STUDIJNI OPORA IDM: SVAZY
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f
/
g

h i
N S
j

Tento svaz komplementarni je. VSimnéte si, ze prvek ¢ mé dva

komplementy (g a h).

Véta 1.10. Je-li ohraniceny svaz zdroven distributivni, pak v néem md
kazdy prvek nejvyse jeden komplement.

Diikaz. Ponechén jako cviceni Ctenari. O

1.5.4 Booleiv svaz (Booleova algebra)
Svaz (M,N,U) je Booletiv svaz, pokud splituje nasledujici dvé podminky:
1. je distributivni a

2. je komplementdrni.

Priklad 1.14

1. Uvazujme mnozinovy svaz dany nasledujicim Hasseovym diagra-
mem:

{a,b,c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a} {0} {c}

N

Tento svaz je Booleuv.

0

2. Uvazujme néasledujici svaz pravdivostnich hodnot vyrokové logiky:

true

false

Opét jde o Booletv svaz. Infimum odpovida konjunkci, supremum



disjunkci a komplement negaci. Supremum svazu je true a infimum
svazu je false.

7 komplementarity, distributivity a Véty 1.10 plyne, ze kazdy prvek
v (M,N,U) mé pravé jeden komplement. Diky tomu lze Booletv svaz
chépat téZ jako tzv. Booleovu algebru (M,M,U,~, L, T), kde

e Ma U jsou bindrni operace (napt. zMy),
e = je undrn{ operace (napf. T) a

e 1, T jsou nularni operace, tedy konstanty.

Véta 1.11. Necht Ay = (M,N,U,~, L, T) je algebra s bindrnimi ope-
racemi M a U, undrni operaci ~ a dveémi konstantami 1L a T. Aps je
Booleova algebra pravé tehdy, kdyz pro vsechna x,y,z € M plati ndsledu-
jici podminky:
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zM(yNz)=(xMNy)Nz zU(yUz)=(zUy)Uz (asociativita)
rMNy=yNu rUy=yUzx (komutativita)
zMN(yUz)=(zNy)U(zNz) zU(yMNz)=(zUy)N(zU?2) (distributivita)
xNT=1 xUT =T (komplementarita)
z2NT ==z Ul ==z (neutralita)

Dikaz. Ponechan jako cviceni ¢tenafi. O

Véta 1.12. Necht Syy = (M,M,U) je koneény svaz. Syy je Booledv svaz
prave tehdy, kdyz existuje konecnd mnoZina P takovd, Ze Syy je izomorfni

s Booleovym mnoZinovym svazem (2F,0,U).

Diikaz. Nad rdmec tohoto textu, zdjemci mohou najit v literature. [

Dusledek 1.13. Je-li (M,M,U) Booleova algebra, pak M = 2™ kde
n € N.

Cviceni 1.5
1. Dokazte, Ze v Booleové algebie (M, M, ,~, L, T) plati tzv. De Mor-
ganovy zdkony, tj., pro vsechna z,y € M,

zlly=zUy a Uy =My .



	
	 
	 
	 
	
	 


